Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct and hclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers rcach ncw audicnccs. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Uiheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in Partnerschaft lieber Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche Tür Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials fürdieseZwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .coiril durchsuchen. 



IIBLIOGRAPHIC RECORD TARGET 

Gr.iduate Library 
University of Michigan 

Preservation Office 

Storage Number: 



"Ti L r/C DT 09/12/88 R/DT 09/12/88 CC STATmmE/Ll 
(I GM ''(rs 

I n I 

Li 1 1 G I q(ITieionymus Georg), |d 1839-1920. 
Zi^'^r] iurKSi IC matik im Altertum und Mittelalter. |c 

II 

-ipcnl 1 |bA r Höst&sön, | c 1896. 

\'^ o \ T '"^1 p Ibilkis. Ic21cm. 

1 K it (_s I I stirv- 



;.' : .nned by Tmagenes Digitales 
Nodales, AZ 

On behalf of 

Preservation Division 

T!ie '".Jniversity of Michigan Libraries 



i.ite worklVgan: 

'.iiTK'Vii C)[icrator: 



y Google 



GESCHICHTE DER MATHEMATIK 



ALTERTUM UND MITTELALTER 



yGoosle 



VERLAfl VON ANDR, FRED. HÖ3T & SÖN IN KOPENHAGEN 

DIE LEHRE 

VON ))EN 

KEGELSCHNITTEN IM ALTEBTUM 

Prof. Dr. H, G. ZEUTHEN 
Preis 15 Mark 



y Google 



GESCHICHTE DER MATHEMATIK 



ALTERTUM UND MITTELALTER 



VORLESUNGEN 



H. G. ZEUTHEN 



KOF'ENHAGEN 
VERLAG VON ANDR. FRED. HOST & SÖN 



y Google 



ALLE RECHTE VORBEHALTEN 



yGoosle 



Vorrede zur dänischen Ausgabe, 

In der hier vorliegenden Geschichte der Mathematik 
habe ich versucht namentlich dasjenige hervorzuheben, 
was für Studenten und Lehrer der Mathematik zu wissen 
wichtig ist. Für diese koramt es nicht so sehr darauf 
an viele historische Einzelheiten zu kennen, zu wissen, 
wer zuerst diese oder jene Wahrheit entdeckt oder dieses 
oder jenes Verfahren erfunden hat, sondern vielmehr 
darauf die Formen zu kennen, unter denen die verschie- 
denen Wahrheiten und Verfahrungearten entstanden sind, 
sowie die Anwendungen, die man von ihnen gemacht hat. 
Die lichtige Erkenntnis ihres Ursprunges wird zugleich 
die Bedingung sein für das Verständnis der Entwickelung, 
die sie fernerhin durchgemacht haben, bis sie nach und 
nach der Mathematik ihre jeteige Gestalt gegeben haben. 

Indem ich namentlich hierauf Gewicht lege, befinde 
ich mich in guter Übereinstimmung mit dem Programm 
für das Schulamtsex amen in Mathematik. Wenn darin 
nämlich verlangt wird «ein kurzer Abriss der Geschichte 
der Mathematik, im Anscbluss an den der Kandidat sich 
direkt mit Euklids Elementen und Descartes' Geometrie 
bekannt gemacht haben muss», so weist diese Forderung 
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darauf hin, -dass ein eolchos Verständnis der Geschichte 
der Mathematik verlangt wird, wie es nur durch einige 
Bekanntschaft mit der Mathematik der entschwundenen 
Zeiten erreicht werden kann. In dem vorliegenden Bande, 
der nur Altertum und Mittelalter behandelt, habe ich es 
von den beiden genannten Schriftstellern nur mit Euklid 
zu thun. Indem ich unter auedrückiichem Hinweise auf 
die einzelnen Sätze die Stellen anführe und erkläre, aus 
denen namentlich etwas zu lernen ist, suche ich eine 
fruchtbare Bekanntschaft mit ihm zu vermitteln. Ferner 
suche ich im Anschluss hieran verständhch zu machen, 
was ich von den übrigen Schriftstellern mitzuteilen habe, 
von denen ich nicht erwarten kann, dass die Leser sie 
in die Hände bekommen. Unter anderem habe ich Eu- 
klids Elemente benutzt zur Erklärang der logischen For- 
men, die von den gi-iechischen Mathematikern so strenge 
beobachtet werden. Ich habe mich dabei nicht nur an 
die Bedeutung gehalten, die diese Formen für die Griechen 
hatten, sondern zugleich — in Zusätzen mit kleinerem 
Druck — geprüft, welche Bedeutung ihnen an und für 
eich zukommt. Ich hoffe dadurch namentlich den Leh- 
rern Veranlassung gegeben zu haben unter ihnen zu wählen 
und auszuscheiden, denn zu beiden Dingen ist Veranlas- 
sung vorhanden. 

Weim ich nun auch mit dem hier ausgesprochenen 
Zweck vor Augen keineswegs beabsichtige dem historischen 
Rahmen eine sehr grosse Ausdehnung zu geben, so muss 
dieser doch so gut und zuverlässig sein wie möglich. Das 
wird leicht erreicht durch Benutzung von Cantors Vor- 
lesungen über die Geschichte der Mathematik, eines Wer 
kes, das alle faktischen Aufklärungen, die sich herbei- 
schaffen lassen, mit ungewöhnlicher Vollständigkeit und 
Zuverlässigkeit giebt. Von diesen Eigenschaften habe ich 
auch während der Untersuchungen Nutzen ziehen können, 
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die nach dem Plane meines Buches zunächst meine eigene 
Arbeit ausmachen mussten. Allerdings musste das Material 
für diese voi'ztigsweise dem Studium der bedeutendsten 
mathematischen Schriftsteller aus den Zeiten, die ich be- 
handle, entnommen werden ; aber während dieses Studiums 
gewähi-ten mir Cantors Auszüge gute Anleitung um das 
zu finden, was ich brauchte, selbst dann, wenn ich es 
nachher anders aufgefasst und benutzt habe als er. Zu- 
gleich wusste ich, dass ich mich auf seine Mitteilungen 
über den Inhalt der weniger bedeutenden Werke sicher 
verlassen konnte, die mir nicht zugänglich waren oder 
mit denen mich direkt bekannt zu machen es mir an 
Gelegenheit fehlte. Ich habe jedoch nicht allein in rem 
thatsächiichen Fragen auf Cantor gebaut. An seine Be- 
urteilungen habe ich mich zum grossen Teil gebalten mit 
Bezug auf die Zeiten, wo die Mathematik entweder nur 
Rückschritte machte oder doch keine von den wirklichen 
Fortschritten, deren Verfolgung meine Aufgabe war. Was 
ich beispielsweise über das Rechnen auf dem Abacus im 
Mittelalter und seinen Ursprung mitteile, sind die Resul- 
tate von Cantors soi^fältigen und schai-fsinnigen Untcr- 



Im übrigen ist es selbstverstHndlich, dass, während 
ich mein Studium auf die überliefei-ten Werke der grossen 
Mathematiker, auf ihren Zusammenhang unter einander 
und mit den mathematischen Arbeiten und Resultaten, 
die nur aus Berichten bekannt sind, richtete, ich die 
Hülfe benutzt habe, die in der heutigen reichen Littera- 
tur über die Geschichte der Mathematik geboten war. 
Der didaktische Charakter des vorliegenden Buches hat 
mich jedoch davon abgehalten anzuführen, was ich diesem 
oder jenem verdanke. Um das zu thun hätte ich näm> 
lieh nicht nm' den Gedanken oder die Auffassung dai-- 
stellen müssen, die ich dem betrefienden unmittelbar 
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verdankte, sondern auch über die Modifikationen berichten 
müssen, die solche Giedanken unter meiner weiteren Bear- 
beitung erfahren hatt«n und über die Gründe hierfür. 
Dazu war kein Eaum, vielmehr musste ich mich damit 
begnügen kurz die Gründe für die Auffassungen anzu- 
führen, bei denen ich stehen gebheben war. An einem 
anderen Orte jedoeh habe ich mich einer solchen ein- 
gehenden Diskussion, bei der ich auch Gelegenheit hatte 
auszusprechen, was ich jedem einzelnen Schriftsteller ver- 
dankte, nicht entzogen, nämlich in meiner Arbeit über 
die Lehre non den Kegelschnitten im Altertum (Kgl. Daneke 
VidenskabemesSelskabaSkrifter, 6. Rsekke, 3. Bind ; deutsche 
Ausgabe von R. v. Pischer-Benzon, Kopenhagen, Andr. 
Fred. Host & Ssn, 1886). Allerdings wird hierin nur die 
höhere Geometrie des Altertums behandelt, aber diese 
hing selbstveretandlich so genau mit der elementaren 
Mathematik zusammen, dass ich auch wesentliche Seiten 
meiner Aufiasaung von dieser begmnden musste, und 
diese Auffassung steht wieder in genauem Zusammen- 
hange mit fast allem, was ferner in diesem Bande er- 
wähnt wird. 

Deshalb begnüge ich mich im wesenthcheu damit 
an dieser Stelle die Männer anzuführen, deren Arbeiten 
über die (Jeachichte der Mathematik Eänfluss verschiedener 
Art auf meine eigenen Studien und dadurch auf die vor- 
liegende Arbeit gehabt haben: Chasles, Brettschneider, 
Hankel, Cantor, P. Tannery, Heiberg, Allmann^, 
und als Herausgeber, "Übersetzer und Kommentatoren 
■wieder Heiberg, Hultach, Wertheim, Colebrooke, 
Woepcke, Boneompagni, Von Einzelheiten muss ich 
jedoch hinzufügen, dass ich ausser vielem anderen, was 



' ßpria's umfassendes Werk, Le Seiende escdte nell'antiC' 
Grecia 1 — 3, lag damals noch nicht vor. 
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zumteil in der Lehre von den Kegelschniiten im. Altertum 
erwähnt ist, die Erklärung (S. 33) des Berichtes über die 
Geometrie des Thaies P. Tannery [Geometrie grecque 
S. 89 ff.) verdanke, ebenso wie die Erklärung (8. 64, 65) 
von Pythagoraa' Satz, dass «die Dinge Zahlen sind» (Göom. 
gr. S. 124), Femer muss ich noch anführen, dase des- 
selben Verfassers grändliehes und geistreiches Werk, Ee- 
cherches sur l'astronomie ancienne, Paris 1898, allerdings 
erst in meine Hände gelangte, nachdem der Druck meines 
Buches begonnen war, dass es mich aber dennoch ver- 
anlasste die damals noch ungedruekten Abschnitte über 
die berechnende und sphärische Geometrie der Griechen 
umzuarbeiten. In einem Buche wie dem vorliegenden 
konnte ich jedoch nur mit einiger Vorsieht das benutzen, 
was er selbst ausdrücklieh als Hypothesen bezeichnet, wie 
natürlich auch die Erklärung scheinen mag, die diese 
Hypothesen von Verhältnissen geben, über deren genauen 
Zusammenhang in der überlieferten Litteratur keine hin- 
reichenden Angaben vorliegen. 

(1 September 1893. 



Vorrede zur deutschen Ausgabe. 

Wie aus der obenstehenden Vori'ede zur dänischen 
Ausgabe hervorgeht, ist das vorliegende Buch ursprüng- 
lich dazu bestimmt, von Studenten an unserer dänischen 
Universität benutzt zu werden. In Übereinstimmung mit 
dem Programm Eür das Sehulamtsexamen an dieser treten 
recht bedeutende Abschnitte nahezu als Kommentare zu 
Buklids Elementen auf, und es ist vorausgesetzt, dass der 
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I.eser selbst imstande ist die angeführten Stellen in diesen 
nachzusehen. Das ivird jedoch kaum ein Hindernis da- 
für sein, mein Buch auch ausserhalb Dänemarks zu be- 
nutzen; denn um das rechte Verständnis für die Ent- 
wickelung der Mathematik überhaupt zu gewinnen, muss 
man aus eigener Anschauung wenigstens das Werk kennen, 
das während dieser ganzen Entwickeiung die Hauptrolle 
gespielt hat. 

Grösseres Bedenken sollte es vielleicht in mir hervor- 
rufen, dasa ich versuche einem historischen Buche, das 
in historischer Beziehung auf den Arbeiten von Zeilgenossen 
aufgebaut ist, ausserhalb der Kreise, für die es zuerst be- 
stimmt war, Verbreitung zu verscliaäen. Indessen ist dies 
Buch zugleich eine Frucht selbständiger und persönlicher 
Arbeit, aber von mehr mathematischer Art, nämlich eines 
eingehenden Studiums der gi'ossen Schriftsteller aus den 
Zeiten, die erwähnt werden. Dieses Studium, bei dem 
ich mich nicht mit solchen Thatsachen begnügen wollte, 
wie dass dieser oder jener Schriftsteller diesen oder jenen 
Satz kannte, auch nicht damit, dass er ihn auf diese 
oder jene Weise beweist, sondern auch versucht habe zu 
verstehen, weshalb Satz und Beweis unter damaligen Ver- 
hältnissen gerade in dieser oder jener Gestalt auftreten 
mussten, hat mir selbst so viel Zeit und Nachdenken ge- 
kostet, dass ich es für nützlich halten darf, die gewonnene 
Ausbeute für solche darzustellen, die nicht in der Lage 
sind die erforderliche Zeit und Ai-beit auf ein solches 
Studium zu verwenden. 

Da die Aufgabe, die ich mir gestellt habe, in man- 
chem mit derjenigen zusammenfällt, die Hankel in sei- 
nem Buche Zur Geschichte der Mathematik im Altertum 
und Mittelalter, Leipzig 1874, behandelt hat, so beeile 
ich mich zu bemerken, dasa gerade dieses geistreiche 
Werk in mir den Geschmack an solchen Studien hervor- 
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gerufen hat. Dass meine Arbeit dennoch nicht überflüssig 
sein werde, hoffe ich teile deshalb, weil Hankels früher 
Tod die Behandlung mehrerer der wichtigsten Abschnitte 
verhindert hat, teils deshalb, weil ich, der ich auf neuere 
historische Untersuchungen habe fussen können, in man- 
cher Beziehung zu anderen Ei-gebnissen gelangt bin. Unter 
den Seh rif tateil eni der Gegenwart ist Paul Tannery der- 
jenige, dessen Auffassung ich am häufigsten geglaubt habe 
mir aneignen zu müssen. Die wichtigste von den Ände- 
Hingen, die in der vorliegenden Angabe vorgenommen 
worden sind, besteht darin, dass ich mich jetzt an die 
neuesten Ermittelungen über Heros Lebenszeit habe halten 
können, Ermittelungen, die so vortrefflich zu dem Ein- 
druck stimmen, den die überheferten Werke dieses Schrift- 
stellers in uns hervorrufen. Ausserdem habe ich jetzt 
etwas mehr- Rücksicht auf Tannerys Recherches sur Ga- 
stronomie ancienne nehmen können als in der dänischen 
Ausgabe. 

Schliesslich möchte ich meine Freude darüber zum 
Ausdruck bringen, auch diese Übersetzung von Professor 
V, Pischer-Benzons kundiger und sorgfältiger Hand 
angeführt zu sehen. 

Kopenhagen, im Juli 1895. 

H. G. Zeuthen. 
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EINLEITUNG. 



1, Vorgeschichte der Mathematik. 

Bei einer historischen Vorlesung erhebt sich immer 
die Präge, wo man zu binnen habe. Man kann dort 
anfangen, von wo an zuverlässige positive Angaben vor- 
li^en, die unmittelbar ein zuverlässiges positives Wissen 
gewähren, und es ist dann Aufgabe des Historiliers hierin 
den richtigen Zusammenhang heraustellen ; oder man kann 
mit der Vorgeschichte anfangen, und diese ist dann ab- 
zuleiten durch Kombinieren einer Menge äusserst ver- 
schiedener Nachrichten und Thatsachen, die, einzeln ge- 
nommen, nicht als historische Quellen betrachtet werden 
können. Unter diesen kommen die Traditionen und Sagen 
über Sitten und Begebenheiten in noch älteren Zeiten, die 
sich in den ältesten wirklichen tJberiieferungen vorfinden, 
wirklicher Geschichte am nächsten. Die Erklärung dieser 
Sagen muas eich stützen auf solche aufgefundene Gegen- 
stände, die in jenen alten Zeiten hervorgebracht und ge- 
braucht worden sind. Die Bedeutung solcher Funde ist 
ine Licht zu setzen durch ihr gegenseitiges Verhältniss in 
Bezug auf Zeit und Ort. Umgekehrt ti'agen sie wieder 
dazu bei die Verbindungen klar zu legen, die zwischen 
den Fundstellen bestanden haben, und die zeitliche Auf- 
einanderfolge der Geschlechter zu bestimmen, die sie be- 
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'j Einleitung: 

imtzt haben. Was sich in diesen verschiedenen Be- 
ziehungen aber aufbewahrte äussere Dinge sagen lässt, 
das gilt auch für diejenigen Worte der Sprache, deren 
Älter ans ihrem Vorkommen in verschiedenen bekannten 
lebenden und toten Sprachen hervorgeht. Diese zeugen 
von alter Bekanntschaft mit entsprechenden Begriffen. 

Bei der Behandlung des auf solche Weise gewonnenen 
Stofies muss man wieder zu anderen Hülfequellen seine Zu- 
flucht nehmen. Um sich eine Meinung darüber zu bilden, wie 
ein G^enstand hei-voj^ebracht und gebraucht, wie ein Be- 
griS entstanden und mit anderen in Verbindung gesetzt 
worden ist, muss man zuerst wissen, wie derartiges über- 
haupt geschehen kann und wie es mit den Hülfsmitteln und 
der Auffassung der Dinge, die man als damals üblich an- 
nehmen darf, hat geschehen können. Oft ist es schwierig 
hierüber zu urteilen, namentüch für einen Kulturmenschen 
der Gegenwart, der gewohnt ist sich einer Menge jetat 
existierender, körperlicher und geistiger Hülfsmittel oder 
angeeigneter Fertigkeiten zu bedienen, ohne seibat recht zu 
wiesenj welchen Nutzen sie ihm gewähren, oder welche 
von ihnen leicht und welche schwierig dui-ch andere ersetzt 
werden könnten. Um darüber etwas zu erfahren, sind 
wir darauf angewiesen teils unsere eigenen Kinder zu 
beobachten, teils uncivilisierte Völkerschaften oder auch 
nur Völkerschaften, die eine andere Civilisation haben als 
wir. Dafür wird dasjenige, was durch die Voi^eschichte 
klargelegt wird, uns helfen die Entwicklung des Erkennt- 
nisvermögens bei Kindern und die Sitten \ind Gebräuche 
der verschiedenen Völckei'schaften verstehen zu lernen. 

Man sieht also, dass sowohl Historiker und Archä- 
ologen von Fach, sowohl Naturforscher, die die Funde, 
als Sprachforscher, die die Worte ihrem Alter und ihrem 
Zusammenhange nach bestimmen, dass sowohl Pädagogen 
ja selbst Psychologen und Erkenntnistheoretiker, wie auch 
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1. Vorgeschiohle der Mathematik. '^ 

Bthnographeji ihren Beitrag zu einen Studium der Vor- 
geschichte hefem müssen. Bezieht sich diese auf ein be- 
stimmtes Fach, so muss der betreffende Fachmann selbst 
hinzutreten, um die innere Verbindung zwischen den zu- 
sammengebrachten Thatsaehen herzustellen; alte oben 
genannten Porseher aber werden aus den vorhistorischen 
Studien Ausbeute tür ihr eigenes Fach gewinnen. 

Auch die Mathematik hat ihre Vorgeschichte, und 
diese gehört keineswegs zu den am wenigsten bedeutungs- 
vollen. Bei der Beschränkung auf einen eng begi-enzten 
und selbständig auftretenden Stoff kann sie zu verhältnis- 
mässig sichren und klaren Bi-gebnissen führen. Was man 
dabei über die Art und Weise erfährt, wie frühere Völker- 
schaften Grössen durch Zahlen und räumliche Darstellung 
behandelten, das liefert uns einen wesentlichen Beitrag 
zum Verständnisse ihres Vermögens, sich die Erde unter- 
thänig zu machen, und macht es uns dadurch leichter 
die übrigen Zeugnisse über ihr Leben und Treiben zu 
verwerten. Durch Klarstellung der Grundlage, auf der 
das Menschengeschlecht später eine besser geordnete Be- 
handlung der Mathematik aufgebaut hat, liefert sie auch 
einen schätzenswerten Beitrag zur schärferen Erfassung 
der erkenntnistheoretischen Grundlage für- die ersten und 
wichtigsten Begriffe dieser Wissenschaft. 

um die Vorgeschichte der Mathematik ans Licht zu 
ziehen, muss man bei den Sprachforschern Belehrung 
suchen über das Alter der Benennungen für die ein- 
fachsten Zahlen und über die in verschiedenen Sprachen 
angewandten Mittel, um Zahlen zu benennen, die nach 
Zehnem, Zwanzigern u. s. w, zusammengesetzt sind oder 
auf irgend eine andere Art, wie sie für Einteilung von 
Maassen oder Münzen (Zwölfersystem, Sechzeteiersyatem 
u. s. w.) benutzt sein konnte. Man muss auf Inschriften 
oder in alten Schriftdenkmälern erst die Bezeichnungen für 
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einfache Zahlen suchen, die in früheren Zeiten meist in 
einer IMaike oder einem Zeichen für jeden Einer bestehen, 
und darauf die mehr entwickelten Zeichen für zusammen- 
gesetzte Zahlen, die %. B. durch Wiederholung eines Zeichens 
für jede decimale Einheit, wie bei den Römern, gebildet 
sein können. Man muss die Spuren der Anwendung 
dieser Zeichen oder auch meehaniseher Hülfsmittel zur 
Ausführung einfacher Hechnungen aufsuchen. Möglicher- 
weise kann man dann auch in der Bilderschrift alter 
Zeiten Operationszeiehen finden, wie wenn in ägyptischen 
Papyrushandschriften ein Vogelfuss durch die Seite, nach 
der er sieh wendet, auf sehr deutliche Weise angiebt, ob 
eine Zahl «zu» oder «ab» zu zählen ist, also eine ähn- 
liche Rolle spielt wie unsere Zeichen + und — . 

Was nun die räumliche Anschauung betrifft, so ist 
die erste Abbildung, auf welche man trifft, ein Zeugnis 
für eine Vorstellung von Fluren, von denen die eine im 
Kleineren das ist, was die anderen im Grösseren, also 
von ähnlichen Figuren. Das Zeugnis ist um so beweisender, 
als die Perspektive damals nicht bekannt sein konnte, 
der Darsteller also, wenn auch oft nur mit wenig Glück, 
eine wirkhche Ähnlichkeit anstrebte. Dieses Streben muss 
bewuest gewesen sein, wenn die Abbildung dieselbe Anzahl 
von Dimensionen hat wie der darzustellende Gegenstand, 
wenn sie also entweder eine Skulptur ist, oder wenn ein 
durch seine Umrisse in der Ebene dargestellter Gegenstaxid 
selbst eben ist oder als eben betrachtet werden kann. 
Besonders gilt dies, wenn die Darstellung sich als ein 
Modell auffassen lässt, als eine Kaiie oder als den Grundriss 
eines Gebäudes, und um so mehr, wenn man sie als den 
Versuch zu einer geometrischen Figur betrachten kann. 
Da es klar ist, dass es bei der ersten Benutzung solcher 
Figuren, sei es bei der Entwicklung des Menschengeschlechts 
oder bei dem Unterrieht unserer Kinder, gleichgültig bleibt. 
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ob tHe Figur etwas kleiner oder etwas grösser gezeichnet 
Avird, so wird hier, lange bevor eine klare Definition von 
ähnliehen Figuren gegeben werden kann, eine bewusete 
Anwendung von solchen gemacht. 

Eine altägyptische Grabkammer, deren Dekoration 
unvollendet ist, zeigt wie diese Vorstellung sogar zu einer 
planmässigen Hervorbringung von Ähnlichkeit geführt hat. 
In dieser sieht man nämlich, dass man, um ein Bild 
nach einem neuen Maassstabe auf die Wand zu übertragen, 
diese Wand und das Bild durch zwei Systeme von 
Parallelen in Quadrat« geteilt und darauf in jedes Qua- 
drat der Wand das eingetr^en hat, was sieh auf dem 
entsprechenden Quadrat der Vorlage befindet. Das an- 
gewandte Hülfs mittel besteht in Wirklichkeit in einer 
Anwendung rechtwinkeüger Koordinaten, die in ganzen 
Zahlen durch die benutzte Quadratseite als Einheit aus- 
gedrückt sind; entsprechende Punkte werden als solche 
bestimmt, deren beide Koordinaten, jede für sich, in einem 
gegebenen Verhältnis stehen. 

Bei der weiteren Durchforschung aufgefundener Ab- 
bildungen oder Dekorationen muss man besondei's nach 
solchen Figuren suchen, die Bekanntschaft mit einigen 
einfachen geometrischen Konstruktionen verraten können 
oder wenigstens von einer geometrischen Auffassung der 
Figuren zeugen. Das Besti^eben Senkrechten oder Parallelen 
zu zeichnen findet man sicher auf den kindlichsten Stand- 
punkten; bei mehr entwickelten Völkern hat man solche 
Linien gewiss mechanisch konstmiert, anfangs vielleicht 
durch ebenso einfache Mittel wie wir sie benutzen, wenn 
wir gerade Lhiien, Pai'allelen oder Senkrechten durch ge- 
spannte Schnüre, durch Falten von Papier etc. herstellen. 
Eine vollkommenere Konstruktion dürfte wohl benutzt 
worden sein, wenn man solche Linien zu der oben er- 
wähnten Übertragung eines Bildes in einem neuen Maass- 
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Stabe angewandt hat. Verzierungen, äie auf irgend eine 
Weise regelmässige Sechsecke benutzen, beweisen die Be- 
kanntschaft mit der einfachen Konstruktion dieser Figui-, 
zu deren Herstellung kein von einem Mechaniker her- 
gestellter Zirkel notwendig ist. Dagegen wird man selbst 
bei ziemlich hoch entwickelten Völkerschaften vergebens 
nach der Benutzung regelmässiger Fünf- oder Zehnecke 
suchen. Diese sind aber auch erst durch ein ziemlieh 
kompliciertes Verfahren herzustellen ; nicht einmal auf 
den alten ägyptischen Monumenten hat man derartige 
Vielecke gefunden. 

Eine keineswegs geringere Bedeutung als überlieferte 
Zeichnungen haben die erhaltenen Reste von Gebäuden. 
Sogar auf den frühesten Entwicklungsstufen wird man 
das Eesti-eben finden, dem Grundrisa der Gebäude eine 
bestimmte Figur, wie Rechteck oder Kreis, zu geben, 
und bei den vollkommeneren Bauten, wie den ägyptischen 
Tempeln und Pyramiden, müssen die rechten Winkel 
durch Konstruktion hergestellt sein. Hieran kann man um 
so weniger zweifeln, als die Gebäude genau nach den 
Himmelsgegenden orientiert sind, so daas man auch ver- 
standen haben muss die höchste Stellung der Sonne durch 
Konstruktion zu benutzen. Die Pyramiden bauten zeugen 
von der Bekanntschaft mit bestimmten geometrischen 
Figuren, und eine umsichtige Konstmktiou ist erforder- 
lich gewesen, um zu erreichen, dass die Pyramiden wirk- 
lieh gerade standen und gegenseitig dieselbe Gestalt er- 
hielten. Gleichgewicht hervoi-zubringen in so gewaltigen 
Bauten, wie die ägyptischen Tempel es sind, so dass sie 
bis auf die Gegenwart haben stehen können, und Obelisken 
zu transportiren und aufzurichten, hat auch eine recht 
bedeutende mechanische Einsicht verlangt. 

Ich habe mich bestrebt hier klar zu legen, was man 
unter Vorgeschichte der Mathematik zu verstehen habe. 
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und einige von den Mitteln anzugeben, wodurch man sie 
kennen lernen kann. Ich hoffe zugleich dadurch an- 
gedeutet zu haben, von welcher Bedeutung es sein kann 
sie zu studieren, aber die Zeit erlaubt es mir nicht, in 
diesen Vorlesungen genauer auf diese Untersuchungen 
einzugehnn. Ich musa nicht nur die vorhistorische 
Mathematik übergehen, sondern zum grössten Teile auch die 
vorwissenschaftliche Mathematik'). Darunter ver- 
stehe ich diejenige, die nur in der Zusammenfassung solcher 
R«gehr besteht, die sich aus Verauchen oder durch zu- 
fällige Erfahrangen haben ergeben können — das letzte 
kann z. B. mit der Sechsteilung des Kreises der Fall ge- 
wesen sein — oder vielleicht auch i» älteren Zeiten durch 
mehr exakte Untersuchungen, die nun verloren, also vor- 
historisch sind. Von der vorwissensehaftliehen Mathema- 
tik werde ich nur soviel mitteilen, dass man dadurch 
eine Vorstellung gewinnen kann von dem im voraus be- 
kannten Material, aus dem die wissenschaftliehe Mathema- 
tik aufgeführt ist. Als Einleitung in die griechische 
Geometi-ie muss ich deshalb das anführen, was die Griechen, 
wie wir annehmen dürfen, von den Ägyptern und Baby- 
loniern gelernt haben. Das Zahlenrechnen der Griechen 
werde ich dagegen im wesentlichen nur behandeln können 
als vorwissensc haftliche Einleitung zu der Rechenkunst, die 
entstand, als die Inder die nun gebräuchliche Schreibung 
der Zahlen durch Ziffern mit Positionswert erfanden. Denn 
einmal stand das Zahlenrechnen der Griechen auf alle 

') In Betrete der vorhistorischen sowohl als der Vorwissenschaft- 
liehen Mathemaiik kann ich auf P. la Cour, Historisk Mathe- 
matik, Et indledende Kursus, Kjobenhavn 1888, verweisen. 
Nach dem Plane dieses Werks, welches zur Einführung in 
die ersten Elemente der Mathematik die Wege ihrer Ent- 
stehung benutzt, machen die beiden genannten Disciplinen 
einen wesentlichen Teil desselben aus. 
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Fille \fit z luck 1 mt« ihiem sonstigen mitl emiti^ hen 
Veinngeii ui d zweitens k nnen nii ämfh Anwendung 
ihier ZThlzeichen und ihiei Hulfsmittel tui die Rechnen 
wenn sie auch von il leii eigenen gios-sen Mithenatikern 
mit Erfolg haben benutzt weiden können ni hti heivor 
bringen was diejenige ubeiragt wab wii onst zui voj 

visaenschafth hen Mithematik lechnen Indes''en m ge 
dih doch mit dem \oibehilt gesagt eem ia s hese 
Hulfemittel des Rethnens sich vielleicht 1 ei genaueier 
tntei&udmng bessei eiweiaen können als sie uiib zu 
nai-hst vorkommen^) denn giebt c einen Fehlei dei 
Schaden veiursn hen kann und veiuisacht hit nicht nur 
bei leraitigen hi-^toii-schen bondem luch bei ihnhcheii 
ethnographischen Untersuchungen so ist e der len Weit 
des Gefundenen nur nach semei gr sseien und geiingeien 
Ähnlichkeit mit dem zu mes'^en w\s ein Kultuimenf.ch 
jetzt gebraucht und dis geringe zu ichten was dei L.ultui 
mensch nui weil ei es nicht kennt oder nicht veibteht 

licht ^H\ 1 1 geV 1 \\ hen zu k ni en 



2, Ägypter und Babylonier. 

Was diese beiden Völkerschaften beti'ifft, so wollen wir, 
wie schon oben angegeben, nur kurz die mathematischen 
Kenntnisse und Fertigkeiten erwähnen, die sie besessen 
haben, als sie mit den Griechen in Berührung kamen, 
und die die Griechen von ihnen übernommen haben 

') Die 3 ach verständigste Autorität auf dem hier berührten Ge- 
biete, Paul Tannery, hat erklärt, dass er bei einem Ver- 
suche, sich praktiscli in der Benutüung der griechischen Zahl- 
zeichen zu üben, diese viel zweckmässiger gefunden habe 
als sie uns erscheinen, die wir von Kindheit an in der Be- 
nutzung eines anderen Zeichensystem es geübt sind. 
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können. Um zunäehet mit den Ägyptern zu beginnen, 
so weisen griechische öchrifteteller durchweg darauf hin, 
dass ihre eigenen ältesten Porecher die Ägypter zu Lehr- 
meistern gehabt haben, und berichten davon, wie ihnen 
die Gelehrsamkeit der ägyptischen Pi'iesterkast« zugänglich 
gemacht worden sei. Als Veranlassung zu der Beschäfti- 
gung der Ägypter mit Geometrie wird hingewiesen auf 
die Überschwemmungen des Nils und die damit ver- 
bundenen Bestrebungen, jedermann hinterher den ihm 
gehörigen Grund und Boden genau wieder zukommen zu 
lassen. In jedem Falle ist es klar, dass der sehr hohe 
Wert der schmalen fruchtbaren Landsti'eifen zwischen der 
Wüste und dem Flusse zu einer genauen Landmessung 
aufiordern musste. Wie gi^osse Bedeudung die ägyptischen 
Regeln für das Landmessen gehabt haben, geht auch dai- 
aus hervor, dass, nachdem die Griechen die Geometrie 
so hoch entwickelt hatten, es dennoch im wesentlichen 
die ägyptischen Regeln waren, die von den römischen 
Landmessern (Agi-imensoren) benutzt wurden, denn diese 
verstanden die griechischen Begründungen sicher nur in 
sehr geringem Maasse. Als ein in manchen Beziehungen 
geschäftlich tüchtiges Kulturvolk und als ein bauendes 
Volk — wie wir bereits berührt haben — haben die 
Ägypter auch eine gewisse Rechenfertigkeit und andere 
geometrische Kentnisse nötig gehabt als diejenigen sind, 
die beim Landmessen gebraucht werden. Ein anderes 
Zeugnis füi- eine gewisse mathematische Einsieht ist ihre 
Astronomie, die an Bedeutung jedoch kaum der baby- 
lonischen gleichkam. 

Was nun die Ägypter in späteren Zeiten wusaten, 
das ergiebt sich teile aus dem, was die Griechen und 
später die Römer von ihnen erhalten haben, teils aus ein- 
zelnen direkt überlieferten Aufzeichnungen. Das scheint 
I nur sehr wenig von dem abgewichen zu haben. 
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was man nach einer uralten Papyrushandsehrift, dem so- 
genamiten Rechenbuche des Königs Ahmes, bereits 1700 
— 2000 Jahre vor Christi Geburt wusste. Deshalb ist 
diese Sammlung von Aufgaben nebet ihren Lösungen die 
beste Quelle, um ägyptische Mathematik und Rechen- 
kunst kennen zu lernen. 

Indem wir nun diese und ander-e Quellen benutzen, 
wollen wir hier unserem Plane gemäss nicht darauf ein- 
gehen, wie die Ägypter ganze Zahlen daigestellt und mit 
ihnen gerechnet haben. Ausser diesen kannten sie Brüche 
und rechneten mit ihnen. Bräche werden gewöhnlich in 
Stammbrüche zerlegt, dass heiet in solche mit dem Zähler 1. 
Das Rechenbuch des Ahmee enthält eine Tabelle über 
eine derartige Zerlegung von Quotienten mit dem Divi- 
denden 2 und mit Divisoren von 3 bis 99; diese Tabelle 
schliesst mit ^ ^ a'g + tbb- Eine solche Zerlegung ist 
später auch von den Griechen benutzt worden, und wie 
wenig praktisch sie auch dem Anschein nach gewesen 
sein mag, so hat ihre Anwendung doch Einblick in die 
verschiedene Zusammensetzung ganzer Zahlen gewährt. 
Die Ägypter verstanden in der sogenannten »Haus-Rech- 
nung soche Aufgaben zu lösen, die in unserer mathe- 
matischen Sprache durch Gleichungen ersten Grades mit 
einer Unbekannten auegedrückt werden: 

ax ■{■ bx -\- ex -\- . . . ■= d, 
wo a,b,c...d aus ganzen Zahlen und ßiTicher bestehen, 
die aus StammbiTiehen zusammengesetzt sind; ferner be- 
handelten sie solche Aufgaben, die unter die Gesellechafts- 
reehnung gehören, ja einzelne, die zu ihrer Lösung ein- 
fache arithmetische und geometr'ische Reihen erfordern. 
Bei der Lösung von Aufgaben, die, wenn mau sie auf 
die Form einer Gleichung gebracht haben würde, von 
Gleichungen der oben stehenden Form abhängen würden, 
treffen wir zum ersten Male eine Anwendung der Methode 
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dee falschen Ansatzes, der sogenannten «Regula falsi», 
auf die wir später an vielen Stellen treffen werden. Sie 
besteht darin, dass man x einen Verauehswert x^ beilegt: 
liefert dieser durch Einsetzen d, statt d, so ist 



In der Geometrie musste nach dem Gesagten die 
Bestimmung von Flächeninhalten zu den Hauptsachen 
gehören. Bei den Ägyptern wie bei mehreren anderen 
Völkern war es nicht ungewöhnlich, den Flächeninhalt 
eines Vierecks mit den Seiten a, b, c und d nach der 
unrichtigen Formel 



zu berechnen, und den Inhalt eines Dreiecks mit den 
Seiten a, a und b nach der darin enthaltenen Grenzformel 



aber diese Formeln liefern keine üble Aonälien;ng, sobald 
die Winkel dee Vierecks oder die Winkel an der Drei- 
ecksseite b sich nur wenig von einem Rechten unter- 
scheiden. Der Ausdruck für den Inhalt liefert dann nur 
einen Fehler, den wir von zweiter Ordnung nennen. Wenn 
auch die Aufstellur^ dieser Formeln zur Anwendung auf 
andere Fälle hat verleiten können, so haben doch die 
Ägypter — so weit naan aus der Grösse der Seiten in 
den voi^fun denen Beispielen mit einiger Sicherkeit 
Echliessn kann — sie vorzugsweise da angewandt, wo sie 
eine gute Annäherung geben. Die Nachahmer der Ägypter, 
die i-Ömischen Laudm^aer, kamen dagegen auf die Idee, 
sie auf gleichseitige Dreiecke anzuwenden, obgleich sie 
bessere Berechnuugsmethoden für diese besassen. Den 
Inhalt eines Kreises mit dem Durchmesser d berechneten 
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(|.y,™, 



a,ls wenn man n^i—^j , also gleich 3,16 setet. Die 

benutzten Formeln zeigen, daes die Ägypter ebenso wie 
wir als Flächeneinheit das Quadrat mit der Längenein- 
heit als Seit« benutzt haben. Die Konstruktion von i-ech- 
ten Winkeln im Felde scheint durch Konstruktion eines 
Dreiecke mit den Seiten 3, 4 und 5 geschehen zu sein. 
Bei der Konstruktion der Pyramiden, oder wenigstens bei 
der Bestimmung ihrer Dimensionen scheint man die 
Grösse des Verhältnisses zwischen der halben Diagonale 
der Grundfläche und einer Seitenkante benutzt zu haben, 
also das, was wir den cosinus des Winkels nennen, den 
die Seitenkante mit der Grundfläche bildet. Wenn übri- 
gens noch Demokrit zu einer Zeit, wo die griechische 
Geometrie eine keineswegs gerii^e Entwickelung erfahren 
hatte, als Zeichen für seine eigene Fertigkeit in geometri- 
schen Konstruktionen anführen kann, dass er darin nicht 
einmal überti'offen werde von den ägyptischen Harpedo- 
napten (Seilspannern), d. h. von den Männern, die unter 
Beobachtung feierlicher Gebräuche dafür zu sorgen hatten, 
dass die Grundrisse der Tempel richtig zur Sonne lagen, 
so kann die Tüchtigkeit dieser Männer sich nicht auf die 
Anwendung so einfacher Konstruktionen, wie die von 
uns genannten es sind, beschränkt haben. 

Während die Griechen namentlich von den Ägyptern 
Impulse erhielten zur Bildung der Geometrie, desjenigen 
Teiles der Mathematik, den sie zur gi-össten Vollkommen- 
heit entwickelten, so waren die Babylonier ihre Lehr- 
meister in Astronomie und in der Ausfühmng der dazu 
gehörigen Berechnungen. Von daher schreibt sich die 
noch heute gebräuchliche Teilung des Kreises in Grade, 
Minuten und Sekunden nach dem Sexagesimalsystem. 
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THe Teilung in 360" (= 2» . 3« . 5) hängt vielleicht damit 
zusammen, dass das Jahr ehemals zu 360 Tagen ange- 
nommen wurde. Die weitere sexagesimale Teilung kann 
teils hieiTOn abhängig sein, teils kann sie auf der Ei'- 
kenütnis der Vorteile beruhen, die ein Zahlensystem ge- 
währen musE, in dem die Gi'undzahl 2^.3.5, wegen 
ihrer Zusammen setaung aus den niedrigsten Primzahlen, 
einen sehr grossen Teil der niedrigeren Zahlen als Fak- 
toren enthält. Zeugnisse für die konsequente Benutzung 
dieses Zahlensystemcs hat man in Inschriften gefunden, 
die Tabellen enthalten über die Quadrataahlen bis 60^ 
und die Kubikzahlen bis 32^, gesehrieben nach diesem 
System. Diese Inschriften sind einige Tausend Jahre alt. 
Es ist auch wahrscheinlich, dass verschiedene von 
den Zahlenepekulationen , die mehi-ere Untersuchungen 
der Griechen über ganze Zahlen nach sich gezogen haben, 
ursprünglich der Zahlenmystik der Chaldäer und Baby- 
lonier ihren Ursprung verdanken. 
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Die griechische Mathematik. 



i. Historischer Überblick, 

Da wir bei unserer Besprechung der griechischen 
Mathematik oft die Behandlung einzelner Gegenstände 
durch lange Zeiträume hindurch verfolgen müssen, so 
wird es nütalich sein, im voraus einen historischen Über- 
blick zu geben, in dem wir teils die zeitliche Reihenfolge, 
in der die einzelnen Entwickelungsstufen hervortreten und 
die verschiedenen Mathematiker thätig waren, auaeinander- 
eetaen, teils die Verhältnisse beleuchten, unter denen die 
Mathematiker ihre Wirksamkeit übten. 

Ein Mittelpunkt in der griechischen Mathematik wird 
von Euklid gebildet, der etwa 300 Jahre v. Chr. lebte. 
In Beinen sogenannten «Elementen» besitzen wir ein 
Lehrbuch der Geometrie, das noch an einzelnen Stellen 
als solches benutzt wii'd, und das das elementar-geo- 
metrische Lehrgebäude enthält, dessen Hau ptprmcipien 
überall unter verschiedenen Formen dem Unterrichte noch 
heutigen Tages au Grunde gelegt werden. In diesem 
Werke müssen wir auf der einen Seite Änfklärang über 
die zerstreuten Angaben suchen, die wir über die ältere 
griechisahe Mathematik besitzen ; denn diese beziehen sich 
im wesentlichen auf die Entstehung der euklidischen 
Geometrie. Auf der anderen Seite muss dieses Werk die 
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Grundlage für unser Verst'uidni'^ dei -^f attren ^chrift'^teller 
bilden; denn es war die Giundlage lut dei diesü selber 
weiter bauten. Auch m auswerei hutoiischer Beziehung 
bildet Euklid einen Mittelpunkt Ei wni namhch der 
erste grosse Mathematiker der sogenannten alexandrini- 
Bchen Schule, und wirkte unter ganz anderen Umständen 
als seine Vorgänger. 

Die voreuklidiaehe Entwiekelungder Mathematik 
erstreckt sich über die drei vorhergebenden Jahrhunderte 
und hat in jedem von diesen einen etwas verschiedenen 
Charakter. 

Der erste griechische Mathematiker war Thaies von 
Müet, der die Sonnenfinsternis vom 28sten Mai 585 
vorhersagte. Hierzu muss er Regeln benutzt haben, die 
direkt von den Ägyptern herrührten und sich auf lang- 
jährige Beobachtungen dieser stützen. Von den Ägyptern 
stammen gewiss auch die meisten seiner mathematischen 
Kentnisse. Die Hauptsache ist jedoch, dass die Griechen 
mit ihm und der von ihm gestifteten philosophischen 
Schule, der sogenannten jonischen, anfingen nicht nur das 
mathematische Wissen zu sammeln, was sie von den 
Ägyptern erhalten konnten, sondern auch dies Wissen nach 
verschiedenen Richtungen hin zu erweitem. Diese Arbeit 
des sechsten Jahrhunderts nahm ihren Anfang auf 
der kleinasiatischen Küste, aber durch die lebhaften 
Handelsverbindungen der Griechen wurde sie auch nach 
anderen Gegenden, wo die Griechen ansässig waren, ver- 
pflanzt. 

Wir sehen deshalb auch an einem ganz anderen Orte, 
nämlich in Süditalien, den Hauptheerd für die Ent- 
wickelung der Mathematik im fünften Jahrhundert. 
In diesem hatte man erkannt, dass die nach und nach 
gesammelten und gefundenen mathematischen Wahrheiten 
auf sicheren Grundlagen aufzubauen seien, und gleich- 
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zeitig mit der Bntwickelung dieser benutzte man die mittler- 
weile sicher gestellten Resultate als Ausgangspunkte fm- 
neue und wichtige Erweitemngen. 

Der Mann, dem wenigstens die Tradition den grössten 
EinfluBS auf diese Arbeit zusehreibt, ist Pythagoras von 
Samoa, den wir deshalb beim fünften Jahrhundert be- 
sprechen, wenn auch seine eigene Wirksamkeit wohl zum 
Teil vor das Jahr 500 fällt. In «Grossgriechenland», 
wie die damals reich blühenden griechischen Kolonien in 
Süditalien genannt wurden, stiftete er eine philosophische 
Schule, die sich stark nach aussen hin abschloes und 
sich, wie es seheint, durcli mystische Ceremonien und 
Geheimhaltung ihrer Lehi'cn in dieser Abgföc blosse nheit 
zu erhalten suchte. Diese aristokratische Schule suchte 
sich auch politisch geltend zu machen, erregte aber den 
Unwillen aussen stehender und wurde gesprengt, als die 
Demokraten in Grossgriechenland die Gewalt an sich 
rissen. Da in weit späterer Zeit die sogenannten Neu- 
pythagoreer meinten, dass ihre Lehren, die zum Teil von 
religiös -ethischer Art waren, auf Pythagoras zm-ück- 
zuiühren seien, so umgaben sie diesen ihren vermeint- 
lichen geistigen Vater mit so vielen legendenhaften Er- 
zählungen, dass es schwierig ist, den wahren Kern darin 
zu finden. Was von diesen Erzählungen Interesse für 
uns haben kann, das sind die Berichte über seine Reisen 
nach Ägypten, wo er recht wohl gewesen sein kann, 
ebenso wie später Plato und Eudoxus, und der Bericht 
über eine sehr zweifelhafte Reise nach Babyion. Von 
Bedeutung für die Entwicklung der Mathematik ist die 
grosse Abgeschlossenheit dieser Schule gewesen, demi 
diese veranlasste das wirksame Zusammenarbeiten von 
Männern, die sich gegenseitig verstanden, trägt aber auch 
anderei'seits die Schuld dafür, das wir so wenig daräber 
wissen, was dem Meister gehört, und was den Schülern. 
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Die Sprengung der Sehiüe war die Veranlassung, dass 
wenigstens ihre mathenaatischeii Lehren später über die 
verschiedenen Gegenden ausgebreitet wurden, in denen 
das griechische Volk sich niedei^elassen hatte. 

An aoderen Orten haben diese Lehren sieh aber 
gewiss vereinigt mit den Früchten der Arbeit, die von 
anderen auf philosophischem oder mathematische m Gebiete 
ausgeführt worden war. Es ist deshalb nicht leicht zu 
entscheiden, wie viel oder wie wenig von seiner Mathe- 
matik ein so selbständiger Denker wie der Philosoph 
Demokrit von Äbdera (um 460 v. Chr.) von den Py- 
thagoreem gelernt hat. Der etwas ältere Hippokrates 
von Chios, der sich, nachdem er Kaufmann gewesen war 
und sein Vei-mögen verloren hatte, in Athen aufhielt und 
dort Unterricht in der Mathematik erteilte, kann vieUeieht 
verschiedenes von den Pythagoreem gelernt haben, gehörte 
aber keinenfalls ihrer Schule an. Er erhält eine besondere 
Bedeutung dadurch, dass wir ihm ein zusammenhängendes 
Stück Geometrie verdanken, die einzige derartige Pi'obe, 
die aus dem 5ten Jahrhundert erhalten geblieben ist, und 
femer dadui-ch, dass er In Athen wirkte, derjenigen 
Stadt, die schon damals im Begriffe stand der Mittel- 
punkt zu werden für das griechische Geistesleben, für 
griechische Kunst und Wissenschaft, und für den Kampf 
zwischen Sophisten — unter denen z. B. Hippias von 
Elis ein tüchtiger Mathematiker war — und Philosophen, 
und die im folgenden Jahrhundert auch der Hauptsitz 
für die mathematische Entwickelung wurde. In Süditalien 
nahm unterdessen die Entwickelung pythagoreischer Leh- 
ren ihren Fortgang, und ein bedeutender Mathejnatiker, 
Archytas von Tarent, den wir dort gerade am Schlüsse 
des 5ten Jahrhunderts antreffen, wird ausdrücklich als 
der letzte bedeutende Pythagoreer bezeichnet; er lebte in 
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seiner Gebiirtsstadt, ivo er sowohl als Staatsmann, wie 
als Heerführer und Mathematiker angesehen war. 

Durch Archytas ist die durch die alte pythagoreische 
Schule und ihre nächsten Nachfolger gewonnene Ent- 
ivickelung weiter getragen zu denjenigen, die namentlich 
die mathematische Arbeit des 4ten Jahrhunderts leiten 
sollten, nämlich zu Plato von Athen und Eudoxus von 
Knidos, denn beide wurden auf ihi'en Studienreisen 
nach Süditalien mit Archytas bekannt und wurden von 
ihm beeinflusst. Bevor ich auf diese beiden Männer 
und ihre Schulen genauer eingehe, will ich, im Ansehluee 
an meine Bemerkungen über die beiden vorhei'gehenden 
Jahrhunderte, im allgemeinen über das 4te Jahrhundert 
bemerken, dasa es damals klar geworden war, dass volle 
Genauigkeit erst eii'eicht werden könne durch Bildung 
eines zusammenhängenden Systems. Teils durch wieder- 
holte Versuche solche Systeme zu bilden, teils durch Enl- 
wickelung der notwendigen Methoden und dui-ch Ei-weite- 
rung und Verbesserung des Stoffes brachte man die ele- 
mentare Geometrie auf den Standpunkt, den wir bei Euklid 
finden. Gleichzeitig hatte man begonnen eine höhere 
Geometrie zu entwickeln, in der die Lehre von den Kegel- 
schnitten zur grössten Bedeutung gelangte, 

Plato (429- — 348) ist der bekannte grosse Philosoph, 
der Schüler des Sokrates und Stifter der Schule, die 
nach der Stelle in Athen, wo sie sich um Plato schaai'te, 
die Akademie genannt wurde. Plato's Interesse für die 
Mathematik schreibt sich nicht von Sokrates her, denn 
dieser wollte die Mathematik auf praktische Anwendungen 
beschränkt wissen. Aber Sokrates war auch nicht sein 
einziger Lehrer, und nach dessen Tode fand er Gelegen- 
heit erst in Kyrene und dann in Süditalien sich in die 
Mathematik und Philosophie der Pythagoreer hineinzu- 
versetzen. In Kyi-ene studierte er Mathematik bei dem- 
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selben Lehrer wie ein anderer Athener, der bedeutende 
Mathematiker Theätet, nach dem er einen seiner, Dia- 
loge benannt hat; vielleicht wai-en er und Theätet gleich- 
zeitig in Kyrene. In Sieilien scblo&s er Freundschaft mit 
Archytas; auch Ägypten besuchte er. 

Wenn wu- das richtig erfassen wollen, worin Plato's 
Einfluss auf die Entwickelung der Mathematik bestanden 
hat, so begegnen wir denselben Schwierigkeiten wie bei 
Pythagoras. Wie die Neu-Pythagoreer dem Pytha- 
goras, so haben die Neu -Akademiker dem Plato in 
ihren Berichten gern die Ehre für das denkbar mögliche 
zuerteilen wollen. Selbst diese schreiben ihm jedoch nicht 
persönliche mathematiRche Untersuchungen von weiterer 
Bedeutmig zu, sondern zeigen sieh vielmehr geneigt ihm 
die Ehre für die Methoden, die zu seiner Zeit in Gebrauch 
kamen, zuzuerkennen, und ihn den Ratgeber derjenigen 
sein zu lassen, die die eigentlichen mathematischen Fort- 
schritte machten. Haben diese Angaben auch nicht viel 
Wahrscheinlichkeit für sich, so war es doch auf alle 
Fälle von der grössten Bedeutung für den Fortschritt der 
Mathematik, dass derjenige von den Schülern des So krates, 
der vor allen andern IVäger der geistigen Entwickelung 
wurde und lernbegierige Menschen aus den Ländern und 
Rolonien der Griechen nach Athen zog, dass dieser grosses 
Interesse für die Mathematik und ihre weitere Entwicke- 
lung besass. Ist es auch nm: eine Legende, dass er über 
den Eingang zur Akademie schreiben liess: fir/Selg äyeo- 
fihgrjTos slaiTto, d. h. «Keiner, der nicht Geometrie kann, 
trete einb, so geht doch aus seinen eigenen Arbeiten 
hervor, dass er eine gewisse geometrische Vorbildung als 
Voraussetzung für das Eindringen in die Philosophie 
betrachtete. So ist der Gebrauch, der in einem seiner 
Dialoge von dtin fünf regelmässigen Körpern gemacht 
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wird, die Ursache gewesen, dass diese den Niimeii «plsi- 
tonische Körper» erhalten haben. 

Auch der nächste gi-osse Philosoph, Aristoteles, 
der sieh viel mit Naturwissenschaften beschäftigt hat, legt 
Intfli-esse für Mathematik an den Tag, ohne jedoch an 
irgend einer Stelle eine besonders hervortretende mathe- 
matische Einsicht zu verraten. Die Stellung beider Männer 
zu diesem Fache war derartig, dass die Mathematiker 
Platz finden konnten in den wissenschaftlichen Gesell- 
schaften der damaligen Zeit, der akademischen Schule 
Plato's und dei' peripatetiscben des Aristoteles, dass 
sie in diesen mit andern Porschern zusammen arbeiten 
und bei ihnen Verständnis ßnden konnten, und dass 
Mathematik und Philosophie gegenseitig Impulse geben 
und empfangen konnten, sowohl durch friedliche Ver- 
handlungen, als auch durch Zwistigkeiten. Teils wurde 
die Mathematik dadurch ein Glied in der höheren grie- 
chischen Bildung, teils lässt die Gestalt, die sie eben in 
dieser Zeit gewann, aufs deutlichste erkennen, dass sie 
sich ausgebildet hat in Kreisen fein gebildeter und mit 
Rücksicht auf die Korrektheit des Ausdrucks anspruchs- 
voller Denker. 

Von mehr direkter Bedeutung für die Entwickelung 
der Mathematik als diese berühmten philosophischen 
Schulen war jedoch eine mathematisch-naturwissenschaft- 
liche Schule, die sich zu Plato's Zeit in der blühenden 
Handelsstadt Kyzikos am Marmorameere um den als 
Arzt, Astronom und Mathematiker hoch angesehenen 
Eudoxus von Knidos sammelte. Als junger Mann hatte 
er sowohl Süditalien als Ägypten besucht. An der letzten 
Stelle war zu damaliger Zeit für einen griechischen Mathe- 
matiker kaum noch etwas in der Geometrie zu lernen. 
!>agegen sind dem Eudoxus als Astronomen die uralten 
Beobachtungen der Ägypter sehr zu Statten gekommen. 
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Diese hat er dünn auch zu benutzen iwitanden, ihm ge- 
bührt nämlich das Verdienst, die Astronomie allem auf 
Beobachtungen und geometrische ünteisuchvmgen gegründet 
zu haben mit Ausschluss der Öterndeuteiei und leeret 
Spekulationen. Ln Süditalien studierte ei Medicin \ind 
Geometi'ie, die letzte namentlich bei Archytas. 

Die Verbindung beider Stifter mit den Pythagoreern 
ist gewiss eine gute Vorbedingung gewesen für das Zu- 
sammenarbeiten der Schulen, die sieh an Plato und 
Eudoxus anschlössen, ein Zusammenarbeiten, dass ge- 
legentlieh auch die Form von Streitiglieiten annahm. 
Der Verkehr zwischen den beiden Schulen in Athen und 
Kyzikos wurde nicht nur hergestellt auf den zufälligen 
Wegen, zu denen der lebhafte Handel zwischen den beiden 
Städten Veranlassung geben konnte, sondern Eudoxus 
hat Athen besucht zusammen mit seinen Schülern, die 
dann Piatos Vorträge gehört haben; mehrere von ihnen 
sollen sich in der Philosophie an Plato angeschlossen 
haben. Die am meisten bekannten Schüler von Eudoxus 
waren die Brüder Menächmus und Dinostratus. Von 
diesen soll Menächmus in philosophischem Änschlues 
an Plato ubei den Staat geschneben haben 

Welche Resultate nun in den diei hier besprochenen 
Jahrhundeiten eiieicht waien und welche Foimeii sich 
für Bewei'ie und Dai'-tellung entivickelt hatten das lasst 
^ich recht gut erkennen au'' dem was beim Beginn der 
nun folgenden ale'^mdiinischen Schule \oihinden «ai 
feniei *us den Setzen die Plato m seinen Diilogen be 
nutzt und aus dei Beti'ichtung dei \on Aiistoteles 
aufgestellten kgischen Foimen Das Mateiial woriuf 
diese letzteren si h m dei einfachsten und genauesten 
Weise hihtn anwenden lassen ist namlich die Mathematik 
eil er toie h^ben sich dann sichei luch el en dui(.h den 
(jrehiauch entwickelt den die Mithematikei di\on micht^n 
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und sie haben einen Teil der Ausbeute enthalten, die die 
Philosophie aus dem hier geschilderten Zusammenarbeiten 
mit der Mathematik davongetragen hat. Wenn wir im 
Folgenden den Standpunkt, der erreicht worden war, nicht 
nur als vollendete Thatsache schildern, sondern zugleich 
auch darüber Rechenschaft ablegen, was den Einzelnen 
zu verdanken ist und wie sich die Ideen nach und nach 
mit einander verküpft haben, so stützen wh' uns dabei 
teils auf die bei den späteren Schriftstellern zerstreuten 
Äusserungen hierüber, teils auf einen Geschichtsschreiber 
der Mathematik aus dem Schlüsse der hier erwähnten 
Periode, den Peripatetiker Eudemus von Rhodus. Wir 
besitzen allerdings auch sein Werk nicht, wohl sind aber 
einzelne wichtige Auezüge daraus bei späteren Schrift- 
stellern aufbewahrt worden. Durch ihn, also durch dritte 
Hand, sind wir mit dem oben erwähnten Bruckstücke 
des Hippokrates von Chios bekannt geworden. 

Es ist ein etwas unruhiges Bild, das die Betrachtung 
der verflossenen drei Jahrhundert in uns heivojgerufen 
hat. Die Mathematik nimmt ihren Anfang an dei Küste 
Kleinasiens. Darauf lenkt ihi'e Enti^ ickelung in Süd- 
itaiien besonders unsere Aufmerksamkeit auf sich Dann 
zieht Athen durch seine ganze geistige Überlegenheit auch 
die Mathematiker an sich. Sicher ist auch dauernd an 
anderen Orten gearbeitet worden, wie in Süditalien, wo 
anderthalb Jahrhunderte nach Archytas den Griechen 
ihr grösster Mathematiker in Archimedes erstehen sollte; 
aber aus der ganzen geistigen Oberherrscliaft Athens folgte 
auch, dass die Arbeiten der in Athen lebenden Mathe- 
matiker am weni^ten vergessen wui-den. Die grosse Ver- 
breitung des mathematischen Studiums während der hier 
ern'ähnten Zeit hat ihren Grund teils in den lebhaften 
Handelsverbindungen, die zwischen den zerstreuten Grie- 
chen bestanden, teils in den vielen Kriegen und politischen 



y Google 



1. Historischer Überbltct. 23 

Unruhen, durch die hervorragende Männer von einem 
Ort zum andern getriebeu wurden. Unter ähnlichen Un- 
ruhen haben auch die gewirkt, die an derselben Stelle 
haben bleiben können, wie namentlich in Athen. Gleich- 
zeitig werden die Mathematiker allerlei geistige Kämpfe 
zu bestehen gehabt haben, sowohl unter sich als auch 
mit Sophisten und Philosophen. 

Unter solchen Umständen gewann die Mathematik 
nicht nm SO grosse Verbreitung über manche Gegenden 
und zu allen wissenschaftlichen Forschem, sondern sie um- 
gab sich auch mit dem sicheren Rüstzeug in Beweisfüh- 
rung und Darat«llungsform, dae wir heute noch so hoch 
bewundern. Ja iii der Beweisführang können wir in der 
Regel nichts besseres thun als sie nachzuahmen; mit Bezug 
auf die Darstellungsform müssen wir jedoch sagen, dass 
die Sicherheit in dem Grade auf Kosten der Zugänglichkeit 
gewonnen war, dass sie späterhin mit Schuld daran wurde, 
dass der erreichte hohe Standpunkt nicht bewahrt werden 
konnte, als die mündliche Tradition verloren ging, und dass 
das volle Verständnis für den Tiefsinn der griechischen 
Mathematiker erst in der neuei-en Zeit hat wiedererworben 
werden können, wo die Mathematik, wenn auch immer 
in etwas von der griechischen Mathematik beeinflusst, 
sich alimähüch wieder auf den von den Griechen be- 
handelten Gebieten zu derselben Höhe erhoben hat. 

Der erwähnte Niedergang der Mathematik begann 
jedoch keineswegs, wie es mit der I>ichtkunst, der Be- 
redsamkeit und anderen Künsten, sowie mit der Philo- 
sophie der Fall gewesen war, damals, als die äusseren 
Verhältnisse sieh so wesentlich nach Alexanders der 
Grossere Tode änderten, im Gegenteil, damals trat die 
i-eichste Blüte der Mathematik ein. Wie bekannt über- 
nahm bei der Teilung des Reiches Ptolemäus, der Sohn 
des Lagus, Ägj-pten mit der neu angelegten Stadt Alex- 
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andria, und er und seine Nachfolger machten diese 
nicht nur zu dem wichtigsten Handelscentrum, sondern 
auch zu einem wissenschaftlichen Mittelpunkte ersten 
Ranges. Unter ihm und seinen nächsten Nachfolgern, 
die auch den Namen Ptolemäns führten, wurde das 
«Museum» gegründet, in dem gelehrte Männer ohne Sorge 
für ihren Unterhalt der Wissenschalt leben konnten. Die 
Ptoleniäer gmndeteu und vermehrten die alexandrinisehe 
Bibliothek, in der nach und nach Abschriften von allen 
bedeutenden griechischen Arbeiten, die sich auftreiben 
Hessen, gesammelt wurden. Wie an einer modernen Uni- 
versität versammelten sieh die wissbegierigen griechischen 
Jünghnge in Alexandria und nahmen Unterricht bei den 
dortigen Forschern, namentlich in Grammatik und Mathe- 
matik. 

Diese Verhältnisse konnten nur nützlich sein für die 
Mathematik, die der Kühe bedurfte, teils um die vielen 
gewonnenen aber zerstreuten Resultate in festen Systemen 
zu vereinigen, teils um die bei-eits gewonnenen f nicht- 
baren Methoden der Betrachtung dazu zu benutzen, sich 
auf noch grössere Höhen zu erheben als bisher erreicht 
waren. Ruhe war erforderlich für den foi'tgesetzten 
mündlichen Unterricht, denn ohne diesen würde die Form, 
wodurch die Zuverlässigkeit gewährleistet wurde, gi'öesere 
schrittliche Darstellungen nur wenig zugänglich gemacht 
haben. Da die Mathematik nunmehr zu einer selbstän- 
digen Wissenschaft herangewachsen war, so bedui'fte man 
ferner Mathematiker von Fach, die nicht nötig hatten 
beständig mit den Philosophen über ihr Fach zu ver- 
handeln und selbst Philosophie zu treiben. Eine der-- 
ai-tige Verteilung der Fächer bei den alexandrinischen 
Gelehrten verhinderte jedoch nicht, daas ein und der- 
selbe Mann in mehreren Fächern 'tliätig war. Das wai' 
z. B. der Fall mit Eratosthenes von Kyrene, der in 
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der letzten Hälfte dee 3ten Jahrhunderts wirkte nod eine 
Zeitlang der alexandrinischeu Bibliothek vorstand. Ausser 
mit Philosophie und Sprachwissenschaft beschäftigte er 
sieh mit Geographie — ja mit höherer Geodäsie, in so- 
fern er die erste Gradmessuiig vornahm — sowie mit 
Chronologie und Mathematik. Die Ruhe, die den Mathe- 
matikern in Alexandria gegönnt wurde, mochte jedoch 
auch ihre Gefahren mit sich bringen, z, B. was Selbst- 
vergötterung und Kameraderien betraf, und man darf es 
deshalb nicht beklagen, dass Archimedes, der grösste 
Mathematiker der alexandrinischen Zeit, nicht in Älex- 
andfia lebte, sondern in Syrakus. Von da aus sandte 
er nach und nach sowohl seine fertigen Arbeiten wie 
vorläufige Resultate nach Alexandria, und da gewisse hier 
lebende Mathematiker sich einige der letzteren dadurch 
aneignen wollten, dass sie sie hinterher bewiesen, so 
führte er sie einmal dadurch an, dass er ihnen einige 
unrichtige Resultate übersandte — denn auch diese be- 
wiesen sie. Archimedes' Aufenthalt ausserhalb Alex- 
andria hat übrigens den für unsere Kenntnis seiner Werke 
nützlichen Umstand im Gefolge gehabt, dass er vieles 
schriftlich hat abfassen müssen, während er sich in Älex- 
andria damit begnügt haben wurde, es seinen ümgangs- 
genossen und Schülern mündlich mitzuteilen, oder es doch 
nur auf eine für diese bestimmte Form zu bringen. 

Diejenigen Mathematiker aus dieser Periode, die ims 
bedeutende rein mathematische (geometrische) Werke 
hinterlassen haben, und die sicher auch die übrigen tüch- 
tigen Mathematiker der damaligen Zeit bedeutend über- 
ragten, sind Euklid, etwa 300 v. Chi-., Archimedes, 
t 212, und Apollonius, etwa 200 v. Chr. 

Von Euklid, von dessen persönlichem Leben in 
Alexandria man nicht viel weiss, besitzen wir ausser seinen 
bereits genannten Elementen auch eine andere elementare 
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Öchrift, die gewöhnlieh mit dem lateinischen Namen 
Data bezeichnet wird. Teilweise wenigstens kennt man 
eine Schrift über die Teilung der Figuren, eine astro- 
nomische Schrift, Phaenomena, und eine Optik, die die 
allei'esten Elemente der Perspektive behandelt. Verloren 
sind seine vier Bücher über Kegelschnitte und seine 
zwei Bücher über Oberflächenörter, femer die Schrift 
über Porismen und eine Schrift über falsche Schlüsse. 
Auf den Inhalt dieser Schriften kann man schliessen aus 
späteren Sammlungen von Hülfssätzen und aus Kommen- 
taren. So haben die Porismen mehrere von den Sätzen 
über Transversalen und Punkti'eihen enthalten, die jetzt 
in der projektivischen Geometrie behandelt werden. 

Archimedes lebte in Syrakus, wo er ein sehr 
angesehener Mann war, ein Freund des Königs Hiero. 
Bei der Einnahme von Syrakus durch die Römer fand 
er seinen Tod, nachdem er sein mechanisches Wissen auf 
verschiedene Weise bei Verteidigung der Stadt angewandt 
hatte. Sicherlich hat er seinei-zeit Alexandria besucht 
und Verbindungen mit den Männern angeknüpft, denen 
er später seine Schriften sandte. Von diesen sind fol- 
gende erhalten: Über Kugel und Cylinder; Messung 
des Kreises; Über Konoide und Sphaeroide; Über 
Spiralen; Über das Gleichgewicht ebener Figuren; 
Sandrechnung; Quadratur der Parabel und Über 
Körper, die auf einer Flüssigkeit schwimmen, die 
letzte jedoch nur in lateinischer Übersetzung. Durch 
spätere griechische Schriftsteller und durch arabische 
Überüefemng besitzen wir femer einige Bruchstücke, von 
denen wir eine Arbeit über halbregelmässige Körper und 
eine Reihe geometrischer Sätze, «Die Archimedischen Hülfs- 
sätze», nennen wollen. Die «Hülfssätze» sind vielleicht 
jedoch zum Teil neueren Ursprungs. 

Apollonius von Perga ist sicher in Alexandria 
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thätig gewcsaii. Von ihm sind sieben von den acht Bü- 
chern eihalten, die er über die Kegelschnitte gesehrieben 
hat; die vier ersten hat man auf griechisch, die drei 
folgenden kennt man durch eine arabische Übersetzung. 
Auf dieselbe Weise ist uns eine Schrift über den Ver- 
hältnisschnitt erhalten, wähi'end wir nur durch spätere 
Mitteilungen Kenntnis haben von den Schriften über den 
bestimmten Schnitt, den Flächenschnitt, über Be- 
rührungen und Einschiebungeu. Äpollonius scheint 
auch wesentlich zur Anwendung der Mathematik auf die 
Astronomie beigetragen zu haben. 

Unter der Zeitgenossen, den ni<h&ten Voigängern 
und Nachfolgern der drei grossen Matheinatikei wollen wir 
erwähnen: Äristäus, der etwas alter als Euklid war 
und verloren gegangene Arbeiten über räumliche örter 
und reguläre Polyeder geschrieben hat, feiner den 
schon erwähnten Eratosthenes, Nikomedes, der zwi- 
schen Archimedes und Äpollonius lebte, sowie Dio- 
kles, Perseus und Hypsikles, Der letzte hat ein 
Buch über reguläre Polyeder geschrieben, das in die ge- 
wöhnlichen Ausgaben des Euklid als 14tea Buch auf- 
genommen zu sein pflegt. Was die übrigen betrifft, so 
kennen wir von ihnen nur durch Erwähnung bei späteren 
Schiftstellem einige verlorene Schritten oder einzelne Re- 
sultate, 

Auch nach der hier geschildei-ten Zeit treffen wir auf 
bedeutungsvolle Fortschritte in einzelnen Richtungen der 
griechischen Mathematik, und zwar zunächst in solchen, 
die Anwendung auf die Astronomie finden. Obgleich 
wir uns nicht auf eine Geschichte der Astronomie ein- 
lassen können, so wollen wir hier doch einen Überbhek 
geben über diejenigen asti-onomischen Schriftsteller aus 
verschiedenen Zeiten des griechischen Altertums, deren 
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Arbeiten eine solche Bedeutung für die Mathematik er- 
halten haben, daas wir sie genauer erwähnen müssen. 

Wir haben bereits gesagt, dass Eudosus, dem die 
Mathematik die tiefsinnigsten Methoden verdankt, auch 
eine griechische, wissenschaftliche Astronomie begründet«. 
Diese erfuhr jedoch bald eine Beeinflussung von aussen 
her, denn der Eroberungszug Alexanders des Grossen 
machte die Griechen mit der alten chaldäischen Astrono- 
mie bekannt. Die grossen alexandrini sehen Mathematiker 
waren, wie schon erwähnt, zugleich Astronomen. Zwischen 
diese, und zwar zwischen Euklid und Eratosthenes, 
haben wir Äristarch von Sanios (etwa 270 v. Chr.) ein- 
zuschieben, der bereits diejenige Hypothese über das Welt- 
system aufgestellt hatte, die anderthalb Jahi'tausende später 
von Koppernikus bewiesen wurde. Die Arbeiten des 
Eratosthenes in der mathematischen Gleographie mussten 
sich unter anderem als nützlich erweisen für die Reduk- 
tion der Beobachtungen, die von chaldäischen Astronomen 
an anderen Orten ausgeführt worden waren. Apollonius 
verdankt man gewiss nicht wenige der geometrischen Vor- 
aussetzungen, die den Fortschritten in Beobachtung und 
Berechnung zu Grunde lagen, die in der nachfolgenden 
Zeit von den griechischen Astronomen weiter entwickelt 
wurden. Seine nächsten Nachfolger waren wohl noch in 
Alexandria thätig, aber der Mann, der die höchste Stelle 
unter den giüechisehen Astronomen eingenommen hat, 
Hipparch von ISfikäa (etwa 1.50 v. Chr.), beobachtete 
auf Rhodus. Ec benutzte unter anderem die uralten 
chaldäischen Beobachtungen in erschöpfender Weise, und 
ungefähr von seiner Zeit an hat sich morgenländischer 
Einfluss auch äusserlich gezeigt durch Teilung des Kreises 
in 360 " und durch allgemeine Benutzung des Sexagesimal- 
systemes bei astronomischen und trigonometrischen Be- 
rechnungen. Unter den späteren Astronomen ist in der 
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Geschichte der Mathematik Menelaus von Alexaiidria 
aus der letzten Hälfte des ersten Jahrhunderts n. Chr. 
zu nennen, und namentlich der ein halbes Jahrhundert 
jüngere Ptolemäus, durch dessen «Grosse Zusammen- 
stellung» (fieyälr) avvra^ig), am bekanntesten unter dem 
entstellten arabischen Namen Almagest, wir die griechi- 
sche Astronomie (mit dem sogenannten ptolemäischen 
Weltsystem) und die damit verbundene Trigonometrie am 
vollständigsten kennen. Das meiste von dem, was sich 
bei ihm findet, rührt näniüch von älteren Astronomen 
her, besondere von Hipparch, von dem keine Schrift 
erhalten gebheben ist. 

Während die Anwendung auf Astronomie auch nach 
der Zeit der grossen Mathematiker eine fordernde Rück- 
wirkung auf die eigene fernere Entwickelung der Mathe- 
matik ausgeübt hat, so ist das nicht in irgendwie hervor- 
tretender Weise mit der Anwendung auf Landmessung 
und praktische Mechanik der Fall gewesen. Die theo- 
retische Grundlage für das I^ndmessen war bereits in 
der griechischen Geometiie vorhanden, und das, was von 
theoretischer Mechanik aus dem Altertum hen-ilhrt, ist 
am klarsten und vollständigsten von Archimedes ent- 
wickelt worden. Dass dieser und seine Zeitgenossen zu- 
gleich bedeutende praktische Anwendung von der Mecha- 
nik gemacht haben, wissen wir aus späteren Berichten, 
und dass die griechische Geometrie von Anfang an An- 
wendung auf das Landmessen gefunden hat, das geht 
sowohl aus ihrem ägyptischen Ursprünge wie aus ihrem 
Namen hervor. Dieser bedeutet nämhch geradezu Land- 
messung, wenn auch .das praktische Landmessen bereits 
KU Aristoteles' Zeiten den besonderen Namen Geodäsie 
führte. Zugleich wurde das Landmessen sowohl wie die 
Logistik oder Rechenkunst von den eigentlichen Geo- 
metern als unwissenschaftlich bei Seite ; 
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halb wird in Euklidfi Elementen ebenso wenig Rücksicht 
genommen auf das Landmessen wie auf andere Anwen- 
dungen der Mathematik, die zu numeriechen Bestimmungen 
führen. 

Eine bedauerliche Folge hiervon iefc die, daee wir 
keine direkte Kenntnis davon haben, wie man es in den 
besten Tagen der griechischen Mathematik veretand, die 
Ausbeute dieser Wissenschaft praktisch zu verwerten. 
Auskunft hierüber müssen wir, ausser bei den aetronomi- 
schen, bei noch späteren Schriftstellern suchen. Unter 
diesen ist besonders Hero von Alexandrien zu nennen, 
dessen Lebenszeit man bis jetzt kurz nach der besten 
alexandriniechen Zeit gesetzt hatte, der aber nach den 
neuesten Forschungen frühestens im 2teu Jahrhundert n. Chi-, 
gelebt zu haben scheint. Beine Arbeiten, in denen rich- 
tige griechische Methoden und Formeln neben ägyptischen 
Nähemngsfoiineln von verschiedenem Wei-te vorkommen, 
haben eine wichtige Rolle gespielt als Anleitung zum 
Feldmessen und zu anderen praktischen Anwendungen 
der Geometrie während der langen Zeiträume, wo man 
nicht verstand in die exakte griechische Geometrie ein- 
zudringen oder sie überhaupt nicht kannte. Was sie da- 
für namentlich geschickt macht, ist der umstand, dass 
sie zahh'eiche numerische Aufgaben behandeln. Eben 
hierauf beruht auch Hero's Bedeutung für die Geschichte 
der Mathematik, da er uns doch zu einer leidlichen Vor- 
stellung davon verhilft, wie weit und auf welche Weise 
die Zahlen rechnuiigen, zu denen die wissenschaftlichen 
Resultate der griechischen Geometrie führen müssen, wirk- 
lich ausgeführt worden sind. Schade nur, dass man so 
wenig darüber weiss, in welchem Umfange die bei Hero 
vorgefundenen Methoden des Rechnens in Gebrauch ge- 
wesen sind, als die griechische Geometrie sich auf ihrer 
höchsten Höhe befand, und in welchem Umfange sie erst 
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durch die auch nach jener Zeit dauernd von ihnen ge- 
machte Anwendung entwickelt worden sind. 

Die Entwickelung derjenigen Seiten der griechischen 
Mathematik, denen sie ihre eigentliche Grösse verdankt, 
war indessen schon vor dem Beginn unserer Zeitrechnung 
zum Stillstand gekommen. Um die Gründe hierfür zu 
verstehen, die in der eigenen Beschaffenheit der griechischen 
Mathematik lagen, müssen wir diese seihst zuerst kennen 
lernen. Hier können wir nur hervorheben, dass die gün- 
stigen äusseren Verhältnisse, unter denen im ersten Teile 
der alexandrinisehen Periode gearbeitet worden war, auf- 
gehört hatten. Die Gelehrten waren bereits weniger gut 
gestellt unter einzelnen der späteren Ptolemäer als unter 
den eraten Königen dieses Namens; aber die günstigen 
Verhältnisse höi^ten ganz auf, als die Römer in der Mitte 
des letzten Jahrhunderts v. Chr. Heri'en in Alexandria 
wurden, wie sie es an den meisten anderen Orten ge- 
worden waren, wo Griechen ansässig waren. In der 
Mathematik zeigten sie sich nämhch keineswegs als lern- 
begierige Schüler der Überwundenen. Im Laufe der Zeiten 
erlitt die alexandrinische Bibliothek, die dazu bestimmt 
gewesen war die gewonnene wissenschaftliche Ausbeute 
aufzubewahren, verschiedene Feuersbrünste. Wenn Alex- 
andria nichtsdestoweniger fortfuhr der Ort zu sein, wo das 
Verständnis der alten Mathematik sich am besten erhielt, 
gelegentlich auch stärker aufleuchtete, so hängt das sicher- 
lich damit zusammen, dass dies immer noch der Ort wai', 
wo die meisten Arbeiten aufbewahrt wurden. So lebt« 
dort Pappus am Ende des 3ten Jahrhunderts n. Chr.; 
er war gewiss kein gi-oseer Mathematiker im Vergleich 
mit denen, die zu den Zeiten der Ptolemäer an derselben 
Stelle thätig gewesen wai-en, aber seine mathematischen 
Sammlungen sind von unschätzbarer Bedeutung gewor- 
den durch die Aufklärungen, die sie uns direkt oder 
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indirekt durch Reihen von Hülfssätzen üher jetzt verlorene 
Werke der gi-ossen griechischen Mathematiker gebracht 
haben. 

In einem einzahlen Zweige der Mathematik ist icdoch 
noch zu PappuB Zeit etwas Neues hervor gebiafht woi 
den, nämlich in der Arithmetik. Aus der Zeit zwischen 
den grossen Mathematikern und Pappua besitzen wir 
Arbeiten von mehreren arithmetischen Schriftstellern, 
unter denen namentlich Nikoniachus (etwa 100 n. Chr.) 
gi'ossen Ansehen genose, Er hat eine erhaltene Ein- 
führung in die Arithmetik geschrieben. Dass er und 
einige andere arithmetische Schriftsteller uns etwas Neues 
haben bringen können, hat seinen Grund zunächst wohl 
darin, dass weitergehende arithmetische Untersuchungen 
nicht in den Rahmen der Arbeiten hineinpassten, die uns 
aus der besten Zeit aufbewahrt sind. Dagegen nehmen 
die Arbeiten, welche wir von Pappue' Zeitgenossen Dio- 
phant besitzen, eine derartige Sonderstellung ein, dass wir 
darin eine wirkliche Enveitenang der giieehischen Mathe- 
matik erblicken müssen. Von seiner Hand ist uns das Meiste 
von einem grossen Werke über arithmetische Dinge 
erhalten; ob eine kleine Schrift über Polygonalzahlen einen 
Teil dieser grösseren ausgemacht hat, wissen wir nicht. 



2. Die pythagoreische Mathematik, 

Wenn wir uns nun dem mathematischen Inlialt der 
griechischen Geometrif zuwenden und mit der ältesten 
Zeit beginnen, so erfahren wir über das 6te Jahrhundert 
nur ausserordenthch wenig. Allerdings schreibt Eudemus 
dem Thaies verschiedene Sätze zu. Unter diesen kann 
er recl^t wold den gekannt haben, dass der Peripherie- 
winkL-I auf dem Halbkreise ein Rechter ist, einerlei ob 
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er ihn selbst gefunden oder von den Ägyptern erhalten 
hat; denn der Satz ergiebt sieh ohne weiteres aus der 
leicht erkennbaren Thatsache, daes sich um ein Rechteck 
ein Kreis beschreiben läsat. Dagegen ist es schwierig 
ii^nd welchen Sinn darin zu finden, wenn Eudemus 
dem Thaies den Satz zuschreibt, dass ein Kreis von 
einem Durchmesser halbiert wird, denn man kann kaum 
damit begonnen haben etwas so in die Augen fallendes 
zu beweisen. Eudemus kann jedoch gemeint haben, 
dass Thalee notwendigerweise denselben Satz gekannt 
haben müsse, der zu Eudemus' eigenen Zeiten für not- 
wendig angesehen wurde, um den Satz über Peripherie- 
winkel im Halbkreise zu beweisen. Auf ähnliche Weise 
kann es sich mit den gleichfalls von Eudemus genann- 
ten Sätzen verhalten, dass Scheitelwinkel oder Winkel an 
der Grundlinie eines gleichsehen keligen Dreiecks gleich gross 
sind, oder dass ein Di-eieek durch eine Seite und die 
beiden anliegenden Winkel bestimmt ist. Der letzte Satz 
namentlich erhält erst seine Bedeutung als theoretischer 
Sata, wenn er in seiner natürlichen Verbindung mit ande- 
ren ähnlichen erscheint. Da über Thaies' Bekanntschaft 
mit aolchen nichts mitgeteilt wird, so hängt die Sache 
vielleicht damit zusammen, dass die Tradition dem Tha- 
ies gewisse praktische Operationen beigelegt hat, zu deren 
theoretischer Begi^öndung dieser Satz notwendig ist. Hier- 
bei kann man denken an die dem Thaies zugeschriebene 
Bestimmung des Abstandes von unzugänglichen Punkten 
oder Höhenaiessung durch Schatten, Der Satz würde zu- 
nächst darauf hindeuten, dass diese Messungen mit Hülfe 
kongi'uenter Dreiecke ausgeführt worden sind. Die von 
den Ägyptern voi'geüommene Bestimmung der Neigung 
einer Pyramidenkante deutet darauf hin, dass sie daau 
ähnliche Dreiecke zu benutzen verstanden, also weiter 
waren als Thaies; dieeem fällt aber doch die Ehre zu. 



y Google 



34 Die griechische Mathematik: 

zuerst unter den Griechen mathematische Untersuchungen 
aufgenommen zu haben. Wieweit man ausserdem im 
(iten Jahrhundert gelcommen war, das sieht mau am 
besten aus dem, worauf man im nächsten Jahrhundert 
weiter bauen konnte. Wenn die Pythagoreer beispielsweise 
die 5 regulären Polyeder entdeckten, so hat das jeden- 
falls mehr als unbedeutende, von ihren Vorgängern ent- 
wickelte, geometrische Voraussetzungen erfordert. 

Weit mehr befriedigende Mitteilungen li^en vor über 
die Mathematik der Pythagoreer. Sind diese auch nicht 
nur unzuverlässig mit Bezug auf das, was dem Meister an- 
gehört und was den Schülern, sondern auch vielleicht 
geneigt den Pythagoreern vieles zuzuerkennen, was nur zu 
ihrer Zeit bekannt wurde, so geben sie doch demjenigen, 
der mit der späteren griechischen Mathematik vertraut 
ist, ein so zusammenhängendes, deutliches und verständ- 
liches Biid von ihrer ersten Entwicklungsstufe, von den 
Bestrebungen, die früh rege waren und später so deutliche 
Spuren in der griechischen, ja in der spätem Mathematik 
überhaupt, hinterlassen haben, dass sie es verdienen zu- 
sammengestellt zu werden. Dadurch wird man die Gmnd- 
lage für die folgenden Arbeiten am Schlüsse desselben 
Jahrhundeilfi erhalten und zugleich en'eichen, deren Zweck 
richtig zu verstehen, und dabei wird auch die Gestalt, 
die man, namentlich im folgenden Jahrhundert, der Mathe- 
matik gab, ihre Erklänrng finden. 

Nach dem Bericht des Eudemus haben die Pytha- 
goreer zunächst «die Geometrie zu einer wirklichen 
Wissenschaft erhoben, indem Pythagoras ihre Grund- 
lage von einem höheren Gesichtspunkte aus betrachtete 
und ihre Lehrsätze mehr immateriell und intellektuell er- 
forschte. Er hat ferner die irrationalen Grössen entdeckt 
und die Konstruktion der kosmischen Figuren (der regu- 
lären Polyeder).» Zu den apecielleren Nachrichten, die 
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! Sehriftsteilem verdanken, gehört — ausser 

1 philosophischen als mathematischen Defini- 

t Punkt, Linie, Fläche und Körper — auch 

d d 1 Pythagoreer die Winkelsmnme des Dreiecks 

k t un 1 die Einteilung der Ebene iu (wahrscheinlich 

gl ) P lygone, von denen um einen Punkt henim 6 
D k d r 4 Vierecke oder 3 Sechsecke liegen konn- 
t '^ Uen die sogenannte Flächenanlegung er- 

f d h b n, worunter man, wie wir sehen werden, die 
Aufl n quadratischer Gleichungen in geometrischer 
F ta \ä, und die bekannte Konstraktion eines 

P lyg d ■^ einem gegebenen gleich und einem anderen 
111 t Von einem Pythagoreer wird erzählt, dass er 

1 d V brechena gegen die Schule schuldig machte, 

1 St n 12 Fünfecken in einer Kugel» zu verraten. 
E dl h k _i angeführt werden, dass als pythagoreisches 
ZI la. sogenannte Pentagramm angegeben wird, ein 

g 1 g Sternfünfeck, dessen Seiten in dem umbe- 

I n b n Kreise Sehnen zu Bogen von der Grösse —^ 

sind. Wählend einzelne Fälle des Satzes, der noch heu- 
tigen Tages der pythagoreische genannt wird, gewiss schon 
früher bekannt gewesen sind, ivird der allgemeine Sata 
den Pythagoreern zugeschrieben; ferner eine von den Re- 
geln, nach denen man rationale Zahlen für die Seiten 
eines rechtwinkeligen Dreiecks bilden kann, nämlich die 

n« 1 «2 1 1 

Zahlen a, — ;,- - und — -- — , worin a eine ungerade Zahl 

bedeutet, während die Zahlen a, {k} — 1 ^^^ ( ^ ) + ^< 

worin a eine gerade Zahl bedeutet, demPlato zugeschrieben 
werden. Es wird berichtet, dass die Pythagoreer die drei 
Proportionen kannten , nämlieh die arithmetische , die 
geometrische und die harmonische, ferner die Dreiecks- 
3* 
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zahlen, d. h. die SumniPn dei eisten Zihleii der natüi'- 
lichen Zahlenreihe, und diis sie sich ubeiliaupt mit Difle- 
i'enzreihen beschäftigten Fiidhch wiid berichtet, dass 
Pythagoras die Zahl zum Piincip aller Dinge gemacht 
habe, und dass die Pithai^oieei sich mit Untersuchungen 
über gewisse ganze Zahlen beschäftigt haben, wie abe- 
freundete Zahlens, von denen die eine gleich der Summe 
der Faktoren der anderen itt, und vollkommene Zahlen», 
die gleich der Summe ihiei eigenen Faktoi'en sind (wie 
6 = 1 + 2-1-3), Endlich soll Pjthagoras Arithmetik 
und Musik mit der Geometrie in Verbindung gebracht 
haben. 

Wir werden ausführlicher über mehrere von diesen 
Gegenständen und ihre Bedeutung füi' die griechische 
Mathematik sprechen, wollen aber erst kurz den Zusam- 
menhang zwischen ihnen nachweisen und die gute Über- 
einstimmung zwischen den Angaben, die aus Quellen von 
verschiedenem Werte stammen. 

Zunächst sei auf das Bestreben hingewiesen, die Be- 
griffe Punkt, Linie u. s. w. klar von einander zu schei- 
den. Es ergiebt sich auch, dass man bereits im Besitze 
des Winkelbegriffs war. Hiei-von hat man Anwendung 
gemacht sowohl bei der Teilung der Ebene als bei der 
Untersuchung darüber, welche regulären Polyeder über- 
haupt möglieh wären. Sicherlich war viel Arbeit zu lei- 
sten, bevor man zu einer so vollkommenen Bestimmung 
und Konstruktion auch vom Dodekaeder mid Ikosaeder 
gelangte wie die ist, die wir bei Euklid finden; aber der 
erste Schritt hierzu, die Konstruktion des regelmässigen 
Fünfecks, war gemacht, und man war sichtlich stolz dar- 
auf, soweit gekommen zu sein. In der Konstruktion der 
Fünfecks- oder Zehnecksseite haben wir bereits dasjenige 
Beispiel für die geometrische Auflösung einer Glei- 
chung -!weiten Grades, welches die grösste Rolle hei 
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Euklid spielt, Dasa die Pythagoreer indessen bei 
diesem einen Falle nicht stehen geblieben sind, geht nicht 
nur aus der allgemeinen Erwähnung der Flächenanlegung 
hervor, sondern auch aus der besonderen Erwähnung des 
für- diese Untersuchungen, wie wir sehen ,verden, so he- 
deutungvollen pythagoreischen Lehrsatzes und einer 
dafür eben so wichtigen Konstruktion. Daran hat sich 
denn auch die Entdeckung angeschlosseu, dass Gleichun- 
gen zweiten Grades Veranlassung gaben zu inkommen- 
i=urablen, numerische Gleichungen zu irrationalen Grös- 
Men (woi-unter wir beständig solche verstehen wollen, die 
mit der gebrauchten Einheit inkommensurabel sind). 
Wenn auch ein Teil ihrer zahlentheoretischen Untersu- 
chungen eine Fortsetzung der Zahlennaystik der Babylonier 
gewesen sein mag, so ging doch ein anderer Teil darauf 
aus solche quadratische Gleichungen zu bilden, bei denen 
die Irrationalität vermieden wird. 

Bei allgemeinen Untersuchungen lassen sich irratio- 
nale Grössen nun einmal nicht vermeiden. Dadurch 
wurden aber die bis dahin benutzten mathematischen Be- 
gi-ündungen unzuverlässig, und es ist das gi'osse Verdienst 
der Pythagoreer hierauf aufmerksam geworden zu sein. 
Man kannte nämlich wohi Proportionen und hat sie 
wahrseheinhch in der einen oder anderen Form schon 
früh angewandt; aber vor Eudoxus' Zeit konnte hierbei 
]iur die Rede sein von Gleichheit der Verhältnisse zwischen 
ganzen Zahlen, oder von der Gleichheit solcher Verhält- 
nisse mit den Verhältnissen zwischen geometrischen Grössen, 
die folglich kommensurabel sein mussten. Man benutzte 
die einfachen Rechnungsaiien, z. B. die Multiplikation, 
und wusste edenso wie die Ägypter, dass z. B. ein Recht- 
eck, wenn die Flächeneinheit das Quadrat über der 
Längeneinheit ist, gleich dem Produkte der Seiten wird ; 
wenn aber die Seiten inkommensurabel sind, so wird nicht 
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nur der Beweis durch Einteiluug in Quadrate unbrauch- 
bar, sondeni der Satz selbst wird sinnlos, da es dem 
beim gewöhnlichen Rechnen gebildeten Begriffe eines Pro- 
duktes widerstreitet, wenn die Faktoren irrationale Zah- 
len sind. 

Diese Schwierigkeit war es, die die Pythagoreer und 
mit ihnen die folgenden griechischen Mathematiker über- 
wanden durch geometrische Darstellung der all- 
gemeinen Grösse. Im ersten AugenbUck kann es aller- 
dings so aussehen, als ob hiermit nur wenig gewonnen 
sei, da eine beliebig gezeichnete Strecke ebensowohl eine 
bestimmte Grösse hat wie eine beliebig gewählte Zahl. 
Die gezeichnete Figur dient jedoch nur dazu die J'^gur 
festzuhalten, die beschrieben wird, und in dieser können 
die Grössen alle die Werte annehmen, die zu der Beschrei- 
bung stimmen. Die Dai-stellung einer Grösse durch die 
Länge einer Strecke kann dadurch, ebenso wie die in der 
Algebra gebräuchliche Darstellung durch einen Buchstaben, 
auf kontinuierlich variierende Grössen angewandt werden. 
Die Griechen wussten allerdings ebensowenig etwas von 
negativen ivie von imaginären Grössen; aber das Bedürf- 
nis nach den ersteren wird dadurch etwas verringert, dass 
die Variationen der Figur teilweise d 
rungen darbieten können, < 
negativer Grössen erreichen. 

Aus diesen Bemerkungen lässt sich erkennen, dass 
die Operationen mit den geometrisch dargestellten Grössen 
eine ähnliche Rolle spielen wie unsere algebraischen Ope- 
rationen. Wir wollen deshalb die Lehre von diesen geo- 
metrischen Operationen die geometrische Algebra 
nennen. Diese soll hier so dai^estellt werden, wie wir 
sie kennen teils aus dem aweiten Buche von Euklids 
Elementen, teils aus der Anwendung, die überall von ihr 
in der griechischen Mathematik gemacht wird, namentlich 
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da, wo man jetzt Gleichungen zweiten Grades benutzt. 
Sowohl bei Euklid als auch bei anderen liegt die geo- 
metrische Algebra so vielen Dingen zu Grunde, dass sich 
auch hieraus ein Beweis ei^ebt für das hohe Alter, das 
WH ihi m Übereinstimmung mit dem Bericht über die 
Bekannt sclrnft der Pythagoreer mit der Pläcbenanlegung 
beilegen Ihre Anwendbarkeit auf beliebige Grössen, irra- 
tionale sowohl wie rationale, und ihre hieraus folgende 
abstiikte Natur stimmt gut zu der Äusserung des Eude- 
mu'i ubei Pythagoras' immaterielle Behandlung der 
Geometrie. 

Es ist jedoch wohl möglich, dass diese abstrakte 
Natur nicht von vornherein so bewusst und ausgeprägt 
gewesen ist, wie sie es zu Eudemus' Zeit geworden war 
und bei Euklid ist. Im Gegenteil ist es natürlich und 
wohl übei-einstimmend mit den Berichten über die Ver- 
knüpfung von Geometrie und AiiÜimetik durch die Py- 
thagoreer, wenn man annimmt, dass die entsprechende 
geometrische Behandlung ganzer Zahlen, die bei Euklid 
zum Teil als eine Anwendung der allgemeineren geometri- 
schen Algebra auftritt, vorangegangen ist. In den nahe- 
li^enden geometrischen Dai'stellungen von Eigenschaften 
ganzer Zahlen, mit denen man begonnen hat, hat man 
dann eine Darstellungsform gehabt, die von seibat ebenso 
leicht auf allgemeine kontinuierliche Grössen anwendbar 
war. Dessen ist mau sich jedoch nur erst ganz allmäh- 
lich bewusst geworden. Aus diesem Grunde wollen wir 
zuerst reden über die geometrische Arithmetik der 
Griechen als Einleitung zu ihrer geometrischen Algebra. 
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3, Die geometrische Arithmetik. 

In unseren I.ehrbüehem findet man durchgehends 
einen geometrischen Beiveie fijr den Satz, dasa in einem 
Produkte von ganzen Zahlen die Reihenfolge der Faktoren 
beliebig ist. Dieser besteht darin, dase man die Einheiten * 
oder die Punkte, die diese darstellen, in Form eines 
Rechtecks hinschreibt. Jede horizontiile Reilie enthält 
die Einheiten des Multiplikanden, und die Anzahl der 
Reihen ist der Multiplikator. Die Vertauschung der hori- 
zontalen Reihen mit den vertikalen ergiebt dann die Ver- 
tauschbarkeit der Faktoren. Benutzt mau statt der Ein- 
heiten kleine Quadrate mit der Öeite 1, so hat man gleich- 
zeitig den geometrischen Satz bewiesen, dase die Grösse 
eines Rechtecks durch das Produkt der Seiten ausgedrückt 
wird, ünterlässt man dagegen eine bestimmte Einheit 
zu wählen, so erhält man, wenn die Seiten kommensu- 
rabel sind, den Satz, dass zwei Eechtecke sich wie die 
Produkte ihrer Seiten verhalten. 

Von dieser Darstellung rährt die bei den Griechen 
allgemein gebräuchliche Benennung ebene Zahlen her 
fih- solehe, die aus zwei Faktoren zusammengesetzt sind, 
also eine rechteckige Fläche bilden, und die noch jetzt 
gebräuchliche Quadratzahl. Ebene Zalilen heissen ähn- 
lich, wenn ihre Faktoi-en proportional sind; sie verhalten 
sich dann wie zwei Quadratzahlen. 

Aus dem Quadrat, das eine gewisse Quadratzahl (n'^) 
darstellt, erhält man die nächste (n+1)*, indem man 
längs den beiden Seiten 2n neue kleine Quadrate legt 
\ind noch eins in den dadurch entstehenden einspringen- 
den Winkel. Diese ganze Ergänzungsfigur, sowie im all- 
gemeinen eine Figur, die die Differenz zwischen zwei per- 
ähnüchen Figui-en mit einem Eckpunkt_^,aie 
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Ähnlielikeitspunkt darstellt, heiset ein Gnoiiion. Im vor- 
liegenden Falle ist dieser 2n-\-l. Man findet auf diese 
Weise, dass die Quadratzahlen sich als Summen der ersten 
ungeraden Zahlen bilden lassen. Läest man 2 k 4" 1 selbst 
eine Quadratzahl sein, so erhält man diejenige Bestim- 
mung der rationalen Seiten eines rechtwinkeligen Di^eieeks, 
oder diejenige Lösung der unbestimmten Gleichung 

in ganzen Zahlen, die (S. 35) dem Py thagoras zugeschrieben 
^vurde. Diejenige, welche Plato zugeschrieben ivurde, er- 
hat man dadurch, dass man dem Gnomon die Breite 2 giebt. 
Wenn man dem Gnomon eine beliebige Breite giebt, 
so erhält man die allgemeinste Lösung der eben genann- 
ten Gleichung in ganzen Zahlen. Um dies zu erreichen, 
benutzt Euklid im Isten Hülfssatze zu Satz 28 des lOten 
Buches eine Umformung, die in imserer algebraischen 
Sprache am nächsten einer Einführung der neuen Unbe- 



; (d. h. Breite des Gnomons 



kannten a + a; = it, * 
= v) entsprechen wür- 
de; womuss danngleich 
einem Quadrat j^ sein. 
Um uns enger an Eu- 
klied anzuschliesseii, 
der sich in diesem 
Falle auf die in sei- 
nem 2ten Buche ent- 
wickelte geometrische 

Algebra stützen kann, wollen wir aus dieser bereits hier 
den 6ten Satz des 2ten Buches, zu dem wir bald gelangen 
werden, anführen. Dieser sagt aus (vergl. im Folgenden 
S. 48). dass, wenn C Mittelpunkt de)' Strecke A B, D ein 
Punkt ihrer Verlängerung ist, 

AD.BD=CD-' — CB^, 
(d. h. mit den oben benutzten Zeichen: wy^a^— a;^). 



c 
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Solleo hier alle Strecken ganze Zahlen daiBtellen, so 
müssen zunächst AD (=u) und BD (=v) beide entweder 
gerade oder beide ungerade Zahlen sein, damit AB^-=2 CB 
(oder i( — 0^2^) gerade werde» kann. Die notwendige 
und ausreichende Bedingung dafftr, dass der Gnomon 
AB . BD eine Quadratzahl wird, ist demnächst die, daas 
AD und BZ) ähnliche Zahlen darstellen, oder in unserer 
Sprache, dass AD=^am^, ED^an^, also 

Aus einer solchen Darstellung von Zahlen durch 
Rechtecke und Quadrate hat sich, wie wir sehen werden, 
die Grundlage für die geometiische Algebra entwickelt; 
aber die geometrische Ai'ithmetik hat auch andere Figm^en 
benutzt. Wir haben gesehen, dass den Pythagoreern 
die Kenntnis der Dreieckszahlen zugeeehrieben wurde. 
Unter diesen versteht man Suipmen der ersten Zahlen 
der natürlichen Zahlenreihe, und zwar Hetzt man die 
Einer der einzelnen Zahlen als Reiben von Punkten unter- 
einander, so dass sie ein Dreieck bilden. Man sieht leicht, 
wie diese Daret«llung sich zu einer wirklichen Berechnung 
bat benutzen lassen. Man brauchte nämlich nui' ein 
zweites koiigi-uentes, aus Punkten gebildetes Dreieck so 
an das erste zu legen, dass beide zusammen ein Parallelo- 
gram bildeten. Da nun in jeder Reihe gleich viele Punkte 
liegen {n + 1 bei n Reihen von Zahlen), so wird die An- 
zahl aller Punkte des Parallelogramms, also das Doppelte 
der Dreieckszahi, n{n-{- 1). Man sieht, dass dieses Ver- 
fahi'en ganz dasselbe ist wie das algebraische, bei dem 
man die arithmetische Reihe in umgekehrter Ordnung 
zu sich selbst addiert. 

Da die Einheit, die in dieser Reihe die Differenz ist, 
willkürlich gewählt werden kann, und da ein konstanter 
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S. Die geometrische Arithmetik. 4ä 

Addend in jedem Gliede nur ein Pi'odukt giebt, das zur 
Summe hinzugefügt werden soll, so hat man nun leicht 
eine beliebige arithmetische Reihe summieren 

können. Übrigens kann man die ^ ^ ^ | 

Differenz auch wie in der neben- 
stehenden Figur als eine Strecke , ~^ _[. i 1 

abtragen, die unmittelbar eine be- 
liebige Grösse bezeichnet. Aus einer ' ' ' ^ "* 

weitergehenden Untersuchung von aiithmetischen Reihen, 
die Archimedes in seiner Schrift über die Spiralen vor- 
nimmt, ergiebt sich, dass die Summation auf die an- 
gedeutete Weise vorgenommen worden ist. 

Indem wir uns zurückwenden zur Darstellung der 
Einer durch Punkte, wollen wir noch ein, namentlich 
durch Nikomachus bekanntes, Mittel ei-wähnen zur geo- 
metrischen Darstellung arithmetischer Reihen mit dem 
Anfangsglied 1 und einer beliebigen ganzen Zahl (n — 2) 
als Difierenz. Dieses besteht in der Anwendung der so- 
genannten Polygonalzahlen (n-eckszahlen). Man trägt das 
zweite Glied {n — 1) durch Punkte ab, die mit einem 
festen Punkte ein n-eck bilden. Für den festen Punkt 
als Ähnlichkeitspunkt wird dieses Vieieck zu einer Reihe 
ähnlicher n-ecke ergänzt durch eine Reihe von Gnomonen, 
von denen jeder ein Glied der Reihe darstellt. Für n ^ 4 
erhält man die Viereckszahlen, oder, da die Gestalt des 
Vierecks gleichgültig ist, die oben genannten Quadrat- 
zahlen. 

Die hier erwähnte geometrische Arithmetik hat man 
auch auf den Raum ausgedehnt. Räumliche Zahlen 
sind solche, die durch ein Parallelepipedon dargestellt 
werden, also Produkte aus 3 Faktoren. Sind diese gleich 
gross, so erhält man Kubikzahlen. Bei zwei ähnlichen 
räumlichen Zahlen sind die Faktoren proportional; ihr 
Verhältnis ist also gleich dem zwischen zwei Kubikzahlen. 
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44 Die griechische Mathematik: 

Eine Pyrsimidalzahl ist die Summe einer Reihe von 

ft-eckszahlen, anfangend mit 1. Die Vielecke denkt man 

sich über einander gelegt, so d.iss sie eine Pyramide 
(einen Kugelhaufen) bilden. 



4. Die geometrische Algebra. 

Eine allgemeine, rationale oder iiTationale Grösse 
lässt sich erstens durch die Länge einer (geradlinigen) 
Strecke darstellen, Addition und Subtraktion der in dieser 
Weise dargestellten Grössen findet statt durch Abtragen 
der einen Strecke auf der anderen oder auf ihrer Ver- 
längerung. Ein Beispiel für die wirkliche Benutzung dieser 
Darstellung haben wir soeben gehabt in der Summation 
arithmetischer Reihen, die wir bei Archimedes kennen 
lernten. Sie lässt sich überhaupt benutzen zur Veran- 
schaulichung von Gleichungen ersten Grades mit ganzen 
Koefficienten — oder nur mit rationalen, da sieh diese 
zu ganzen machen lassen. 

Multiplikation von zwei allgemeinen Grössen hat 
nach ihi'er unmittelbai'en Bedeutung keinen Sinn. Man 
half sich indessen dadurch, dass man die geometrische 
Darstellung eines Pi-oduktes von zwei ganzen Zahlen, die 
wir bereits kennen gelernt haben, auf allgemeine Grossen 
übertrug. Jedoch enveiterte man nicht, wie in der mo- 
dernen Mathematik, die ai-ithmetischen Begriffe Multipli- 
kation und Produkt, sondern statt von einem Pro- 
dukte der allgemeinen Grössen sprach man von dem 
Rechteck aus den beiden Strecken, die die Faktoren dar- 
stellen, und mit diesem Rechteck nahm man die Opera- 
tionen vor. Als Anleitung für die Behandlung konnte 
man indessen, wegen der hiermit gleichartigen Dai'stellung 
von wirklichen Produkten ganzer Zahlen, beständig die 
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arithmetische Behaüdlung dieser benutzen. Es kann des- 
halb nicht irrefiihi'end sein, wenn ieli im Folgenden mit 
ab und a^ das Rechteck aus a und b und das Quadrat 
über a bezeichne. 

Auf diese Weise hat man eine zweite geometrische 
Darstellung von Grössen erhalten, nämhch als Flächen, 
vorläufig von Rechtecken und Quadraten. Um sie addieren 
und subtrahieren au können, musste man ihnen eine ge- 
meinschaftliche Seite verschaffen, und zwar musste dies 
ohne Benutzung der Lehre von den Proportionen geschehen, 
denn diejenige, die man im Sten Jihihundeit hesass, wai' 
auf den ausschliesslichen Gebiauch ^on kommensurablen 
(rrössen gegründet. Die Einfühlung emei neuen Seite in 
ein Rechteck wurde mit Hülfe des folgenden Satzes vor- 
genommen. Ein Rechteck isnd dun.h Paiallelen zu den 
Seiten, die durch einen Punkt dersellaen Diagonale gehen, 
in vier Rechtecke geteilt, von denen die beiden, durch 
welche die Diagonale nicht geht, gleich sind (vergl. im 
Folgenden die Figuren auf S. 46^48, wo man sich dann 
im gegenwärtigen Zusammenhange die Quadrate mit Recht- 
ecken vertauscht denken muss). Ist das eine von diesen 
<las gegebene, so ist es leicht, dem anderen eine gegebene 
Seite zu geben. Diese Konstruktion, welche der Division 
entspricht, ebenso wie die Konstruktion eines Rechtecks 
aus gegebenen Seiten der Multiplikation, hat den beson- 
deren Namen Fläehenanlegung {naQaßolrj) erhalten, oder 
einfache Fläehenanlegung im Gegensatze zu der später 
folgenden elliptischen und hyperbolischen Flächenanlegung. 
Die hierfüi' benutzte Figur findet, wie wir bald sehen wer 
den, auch andere wichtige Anwendungen. Derjenige Teil 
der Figur, der aus den beiden gleich grossen Rechtecken 
und einem der beiden anderen besteht (z. B. CBEM in 
der Figur auf S. 47) hcisst hier wie in der geometrischen 
Arithmetik Gnomon. 
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Die griechische Mathematik: 



Der hier angeführte Satz findet sieh, und zwar auf 
die angegebene Weise angewandt, hei Euklid I, 4'i — 44, 
wo er jedoch in einer etwas allgemeineren Form auftritt, 
insofern die Rechtecke niit Parallelogrammen von gleich 
grossen Winkeln vertauscht sind. In Euklids 2tem 
Buche wird dagegen mit Rechtecken operiert. Eine Auf- 
klärung über den Gebrauch, den man, gemäss den Mit- 
teilungen über die Bekanntschaft der Pythagoreer mit 
Flächenanleguüg, von den Sätzen dieses Buches lange vor 
Euklid gemacht haben muss, müssen wir indessen in 
seinem 6ten Buche suchen, wo die Anwendungen jedoch 
in einer verallgemeinerten Form vorkommen, die erst von 
Euklid oder seinen nächsten Vorgängern herührt*. 

Ein Rechteck, dessen Seiten selbst Summen sind, 
wird die Summe aller der Rechtecke, die ein Glied in 
jeder der gegebenen Summen nu Seiten haben. An Stelle 
der modernen Formel 

{a-L-6}2=a« -i-62 -\-2ab 

trat die nebenstehende Figur (Euklid II, 4): 



<ii 


/V 


/ 


ab 



' Die Bedeutung der Verallgeraein 
Abschnitte erklärt werden. 
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Die Aufgabe, die man jetzt durch die Gleichung 

««-«'-!>' m 

darstellen würde, dmckten die Alten folgendermassen aus: 
An eine gegehene Strecke v4ß (= ä) ein Rechteck 
AM gleich einem gegebenen Quadtat (b^) so an- 
zulegen, dass das (am Rechteck ax über AB) feh- 
lende Flächenstüek ein 
Quadrat (ßil/=j:*)wird. 
Diese Konstruktion, welche 
die elliptiseheplächen- 
anlegung (von siJ.stifig, 
der Mangel, das Auslassen) 
genannt wird, ergiebt sich, 

wenn man die Figur, durch welche die Aufgabe gelöst 
wird, auf die vorhergehende zm-ückführt. Ist nämlich 
C die Mitte von AB, und legt man das Rechteck CK 
an die Seite ß B (als D E\ so sieht man, dass das Recht- 
eck A M gleich einem Gnomon wird, nämlich gleich der 
Differenz der Quadrate über BC und CD, oder in der 
Sprache unserer Algebra, daas 





M 


/ 


N 







b'^^^a 



-(l)-(l-O' 



Dil nun b und CB = 7- bekannt sind, so kann man 



CD^ 



-X durch den pythagoreischen Lehrsatz finden. 



und dadurch x. 

Dass man die Aufgabe etwa in dieser Weise gelöst 
hat, lässt sich aus Euklid VI, 28 schliessen, wo sie je- 
doch in einer allgemeineren Form vorkommt. Die hier 
benutzte Umformung ist aber schon bewiesen in Euklid 
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II, 5, wo gesagt mrd, dass, wenn C die Mitte und D 
einen anderen Punkt von A B bedeutet, 
AD,DB-\-C D'^ = CB-^ 



Dieser Satz giebt unmittelbar die Löauiig derselben, 
aber in anderer Form ausgedrückten, Aufgabe, nämlich: 
Teile eine gegebene Strecke Aß in zwei Ab- 
schnitte, die ein Rechteck von gegebenem Inhalt 
bilden (diesen Inhalt müsaen wir uns jedoch vorläufig, 
um den pythagoreischen Lehi-satz anwenden zu können, 
in Form eines Quadrates &^ gegeben denken). Aus Eu- 
klide Data 85 können wh- sehen, dass die Alten die 
Aufgabe auch in dieser Gestalt gekannt haben, in der 
sie die geometrische Form für die Autgabe ist, zwei 
Grössen zu bestimmen, deren Summe und Produkt ge- 
geben ist. Der Übelstand, der mit der zuerst angeführten 
Darstellung der Aufgabe in Form einer ehiptischen Flä- 
chenanlegung verbunden wai', dass nämlich die Alten ge- 
wöhnlieh nur die eine Lösung der Gleichung (1) mitteilen, 
fiel hierbei von selbst foi^t. 

Auf ganz dieselbe Weise giebt Euklid in 11, 6 eine 
(in VI, 29 einbegiifiene) Lösung der Gleichung 

ö!a;-[-3;2 = ö*, (2) 

die die Alten folgendermassen ausdrucken: An eine 
gegebene Strecke 
AB{=a) ein Recht- 
eck A M gleich 
einem gegebenen 
Quadrat(i'')so anzu- 
legen, dass das (über 
das Rechteck ax über 
A B) überschies- 
sende Flächen- 
;tiick DM ein Quadrat (b'^) wird. Diese Konstruktion 





5 D 


1 ! 


/ 


/ 





y Google 



4. Die geometrische Algebra, 49 

heiset die hyperbolische FlSehenanlegung (von vjieg- 
ßo^, Überachuss). Ist die Aufgabe gelöst, und bedeutet 
C die Mitte von A B, so wird das B«chteck A M dadurch 
in einen Gnomon verwandelt, dasa das Rechteck über 
A C in die Lage GM gebracht wird. Man findet hier, 
wo D ein Punkt der Verlängemng von A B ist, dasa 

AD.BD=CD^-~CB-'. 

Diese geometrische Umformung stimmt überein mit 
der algebraischen, durch die man jetzt die Gleichung (2) 
löst, nämlich 



<l+»0'-(l)' 



CD{^-^-\-xj lässt sich dann njit Hülfe des pythago- 
reischen Lehrsatzes bestimmen. 

Euklids Satz II, 6 enthält unmittelbar die Losung 
derselben Aufgabe in einer anderen Form, nämlich der- 
jenigen, zwei Strecken {AD und BD) zu bestimmen, 
deren Differenz und deren Rechteck (gleich dem 
Quadrat &^) gegeben sind, und diese ist wieder die 
geometrische Form für folgende: zwei Grössen zu bestim- 
men, deren Diiferenz und Produkt gegeben ist. Da die 
Aufgäbe auch in dieser zweiten Form bei den Alten vor- 
kam (vergl. Euklids Data 84), so ist es ohne Bedeutung, 
dasB sich bei ihnen keine Form findet, deren Wortlaut 
ebenso unmittelbar die Gleichung 

i'~ut = h' (3) 

wiedergiebt, wie die Flächenanlegungen die Gleichungen 
(1) und (2). Ob wir in unserer algebraischen Sprache 
die Gleichung (2} oder (3) erhalten, beruht nämSich nur 
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darauf, ob wir in unserer modernen Umsehreibung von 
Euklid II, 6 

BD = x oder AD = x 
setzen. 

Wir sehen also, dass die Alten alle Formen der 
Gleichung zweiten Grades behandelt haben, die positive 
Wurzeln ergeben, und von anderen konnte nicht die Rede 
sein, da negative Grössen ein unbekannt«! Begriff waren 
(sonst hätten sieh II, 5 und II, 6 zu einem Satze vereinigen 
lassen). Wegen der hier mitgeteilten geometrischen Lö- 
sung setzten wir jedoch voraus, dass das gegebene Glied, 
das der Homogenität wegen in jedem Falle eine Fläche 
sein muaate, in Form eines Quadrates gegeben wäi'e, und 
die Lösung wurde dann durch den sogenannten pytha- 
goreischen Lehrsatz bewerkstelligt. Dieser, von welchem 
wenigstens spezielle Fälle den Ägyptern bereits bekannt 
waren, wird dem Pythagoras zugeschrieben, ohne dass 
man jedoch etwas darüber weiss, wie er ihn bewiesen 
hat. Der Beweis kann möglicherweise durch Benutzung 
ähnlicher Dreiecke geführt worden sein, kann also mit 
der damals bekannten Lehre von den Proportionen nur 
exakt gewesen sein, wenn die Seiten kommensurabel waren; 
denn die Einführung der allgemein gültigen geometrischen 
Begründungen hatte damals soeben begonnen, und der 
allgemein gültige Beweis bei Euklid (I, 47) soll, wie 
ausdrücklich bemerkt wird, von ihm selbst herrühren. 
Da Euklid beweist, dass das Quadrat über einer Kathete 
gleich dem Rechteck aus ihi-er Projektion auf die Hypote- 
nuse und der ganzen Hypotenuse ist, so liegt es nicht 
fem anzunehmen, dass für den älteren Beweis, den er 
ersetzen will, die ihm entsprechenden Sätze über mittlere 
Proportionalen benutzt worden sind. 

Was dennächst die Verwandlung einer Figur in ein 
Quadrat betrifft, die entweder benutat worden sein muss, 
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um den Gleichungen die hier angenommene Form zn 
geben, oder um ohne Benutzung des pythagoreischen 
Lehrsatzes die Grösse zu konstruieren, die bei der mo- 
dernen Lösung dui-ch eine Quadratwurzel dai^estellt wird, 
so wird den Pythagoreern ausdrücklich die Kenntnis der 
Aufgabe zugeschrieben: eine Figur zu konstruieren, die 
einer gegebenen gleich und einer zweiten ähnUch ist. 
Jedenfalls kann hierbei nur von geradlinigen Figiwen die 
Rede gewesen sein, und in dem specieüen Falle, mit dem 
wir hier zu thun haben, ist die zweite Figur ein Quadrat. 
Die allgemeinere Form der Aufgabe ist diejenige, welche 
bei Euklid VI, 25 vorkommt, wo sie für Euklids ver- 
allgemeinerte Fläehenanlegung benutzt werden soll. Wenn 
nun ein späterer Berichterstatter den Pythagoreera die 
Lösung der Aufgabe in dieser Form zugeschrieben hat, 
so hat er damit zu erkennen geben wollen, dass sie im 
Besitze der für Flächen anlegung notwendigen Voran a- 
setzungen waren; für die einfache Flächen an legung ist 
aber nur die Verwandlung in ein Quadrat erforderhch. 

Die Verwandlung einer geradlinigen Figur in ein 
Rechteck hat keine besonderen Beschwerden verursacht. 
Wie man demnächst ein Rechteck hat in ein Quadrat 
verwandeln können ohne sich durch Benutzung des Be- 
grifles mittlere Proportionale auf die vor Endoxus un- 
vollständige Lehre von den Proportionen zu stützen, das 
ersieht man aus Euklid, der sich in II, 14 nur auf die 
geometrische Algebra stüzt. Die Konstruktion beruht 
nämlich auf dem eben erwähnten Satae II, 5 (oder 6), 
nach dem ein Rechteck dargestellt wird als Differenz 
zwischen zwei Quadraten; danach lässt sich die Seite des 
dem Rechteck gleichen Quadrates mit Hülfe des pytha- 
goreischen Lehrsatzes konstruieren. Die Umformung ent- 
spricht der Gleichung 
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Diese Umformung enthält die Lößung der rein quadra- 
tischen Gleichung. 

Eine bestimmte geometrische Anwendung der Flächen- 
aniegung wird den Pylhagoreem zugeschi-ieben, nämlich 
die Konetruktion der Seite des regelmässigen Fünfecks 
(und Zehnecks). Diese hängt bekanntlich ab von der 
Gleichung 



a(o-i), 



die sich umforn- 



diese (ileiehung wird durch hyperbolische Flächen anlegung 
gelöst. In II, 11 benutzt Euklid genau dieselbe Um- 
formung der Gleichung in geometrischer Form für die 
Lösung der genannten Aufgabe. 

Die Sätze II, 5 und 6 werden nicht ausschliesslich 
für die Auflösung von Gleichungen zweiten Grades benutzt. 
Wir haben bereits (S. 41) eine arithmetische Anwendung 
erwähnt, die Euklid davon im lOten Buche macht, und 
soeben haben wir besprochen, wie sieh die Benutzung der 
mittleren Pi-oportionale auf diesem Wege vermeiden lässt. 
Ein anderes Beispiel dafür, dass die geometrische Algebra 
die Benutzung von Proportionen überflüssig macht, findet 
sich in Euklids Beweisen in III, 35—37 für die Sätae 
über die Potenz eines Punktes mit Bezug auf einen Kreis. 
Die Sätze II, 5 und 6 sagten aus (vergt, die Figuren S. 
47, 48), unter der Voraussetzung dass C die Mitte von 
A B und D ein Punkt auf A B oder ihrer Verlängerung 
ist, dass 

AD.DB=^±{CB'' — CD'^}. 
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Sind nun A und B die Schnittpunkte mit einem Kreise, 
dessen Mittelpunkt O, so erhält man durch den pytha- 
goreischen Lehrsatz, dass 

Cß2~CD2 = Oß2 — 0D^ 
und damit sind die Potenzeätze bewiesen. 

Die Elemente der geometrischen Algebra, die hier 
dargestellt sind, umfassen indessen namentlich die Behand- 
lung der Gleichungen zweiten Grades, also gerade das 
Gebiet, auf dem sich wegen des Auftretens der iiTationaien 
Grössen die Notwendigkeit einer anderen Darstellung als 
durch Zahlen fühlbar gemacht hatte. Bei dieser Behand- 
lung konnte man sich mit der Benutzung von Rechtecken 
und Quadraten begnügen, sofern nicht bereits eine schon 
gegebene Grösse durch die Fläche einer anderen Figur 
dargestellt war. Wahi-end der weiteren Entwickelung der 
geometiiaehen Algebra und ihrer Anwendung — nament- 
lich auf die Lehre von den Kegelschnitten — wurde sie 
jedoch so erweitert, dass auch andere Figuren zur Dar- 
stellung derjenigen Grössen dienten, mit denen operiert 
wurde. Es ist indessen klar, dass die geometrische Alge- 
bra ausschliesslich in ihrer Anwendung auf Rechtecke 
und — da man in der geometrischen Algebra niemals 
bestimmte Einheiten einfühlet, also mit homogenen Glei- 
chungen operiert — Parallelogramme die geometrische 
Arithmetik mit einbegreift; denn nur dann können die 
Punkte, die in der Arithmetik die Einer daretellen, mit 
Quadraten von gleicher Grösse oder mit kongruenten 
Parallelogrammen vertauscht werden. Die Dreieckszahlen 
z. B. haben nichts mit dem Flächeninhalt des Dreiecks 
zu thun, ein Miss Verständnis, das später die römischen 



Landmesser dahin gebracht hat, die Formel - 

Berechnung des Inhaltes eines gleichseitigen Dreiecks mit 
der Seite a zu benutzen. 
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5. Numerische quadratische Gleichungen; 
Ausziehen der Quadratwurzel, 

Aus der Übereinstimmung zwischen der geometriBcheii 
Algebra und der geometrischen Arithmetik, angewandt 
auf Rechtecke, geht hervor, dass es von vornherein sehr 
nahe gelegen hat, die gefundene allgemeine Lösung der 
quadratischen Gleichungen auf das Gebiet numerisch ge- 
gebener Gleichungen zu übertragen. Hier begegnete man 
.1 dem Übelstand, dass die Wurzeln i 



irrational wurden. Daas man nach Beispielen gesucht 
hat, bei denen dies vermieden wurde, ergiebt sieh aus 
den Bestrebungen solche unbestimmte Gleichungen wie 
3je_j_y2__j2 2Q lösen. In den Aufgaben, welche die 
Geometrie oder andere Anwendungen darboten, musste 
man dagegen die Grössen so nehmen wie sie waren. 
Wenn man nun eine rationale Lösung, also eine solche, 
die sich durch Zahlen genau ausdrücken lässt, nicht fin- 
den konnte, so waren zwei Dinge zu thun. Einmal 
musste bewiesen werden, dass die gesuchten Grössen 
wirklieh nicht rational wurden, und wenn man zu Glei- 
chungen überging, bei denen die gegebenen Grössen be- 
reits irrational waren, so galt es ferner die verscMedenen 
irrationalen Grössen, die vorkommen konnten, au klassifi- 
cieren; zweitens musste man der Anwendungen wegen 
auch die irrationalen Grössen mit möglichst grosser An- 
näherung ausrechnen. 

Am weitesten brachten die alten Gi-iechen es in der 
ersten der beiden genannten Richtungen. Ein Beispiel 
für eine hierher gehörende Untersuchung liaben wir be- 
reits angeführt, nämlich Euklids Lösung der Gleichung 
äp3 -f-^^=Ä^, und da er diese vollständig löste, so fand 
er nicht nur die ausreichenden sondern auch die not- 
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wendigen Bedingungen dafür, dass \x^ -\-y^ und V^*?^ — y^ 
rational werden. Er fand also, dass sie irrational sind, 
wenn die Bedingungen nicht ei'fiillt werden. Von ein- 
facherer Beschaffenheit ist ein wahrscheinhch sehr alter 
Nachweis dafür, dass V2 ii-rational ist; dieser hat — 
wenn auch mit Unrecht -— einen Platz am Ende des 
loten Buches in einigen Ausgaben von Euklid erhalten. 
Abgesehen von der geometrischen Darstellung lässt er sich 
etwa folgend ermassen ausdrücken. SollV2 = — sein, wo 

der Bruch — so viel wie möglich verküi-zt ist, so muss 
man »1^ = 2/2^ haben. Hieraus folgt, dass m* eine ge- 
rade Zahl ist, also auch m. Da — unverkürzbar ist, 

muss n also ungerade sein. Wenn aber m gerade ist, 
so folgt daraus, dass m^ teilbar sein muss durch 4, mit- 
hin 71^ durch 2, folglich dass n gerade ist. Da nun n 
nicht zugleich gerade und ungerade sein kann, so kann 
yS nicht ein unverkürzbarer Bruch sehi. 

Ein ähnliches Verfahren lässt sich \vie bekannt im 
allgemeinen benutzen um nachzuweisen, dass eine Wurzel 
aus einer ganzen Zahl kein Bnjch sein kann. Mehrere 
Sätze im 8ten Buche Euklids mögen ui-sprünglich mit 
diesem Ziel vor Augen entwickelt und in älterer Zeit auch 
dafür benutzt worden sein. Das gilt z. B. vom 6ten Satz, 
der — wenn auch in einer anderen Form — ausdrückt, 
dass eine Potenz eines unverkürzbaren Bruches selbst ein 
unverkürzbarer Bruch sein muss. Indessen giebt es noch 
ein aligemeines Mittel, das Euklid im lOten Buche giebt 
um die RationaUtät einer Grösse zu prüfen oder, was 
dasselbe ist, die Kommensurabilität zweier Grössen. Dieses 
besteht in der Anwendung derselben Operation, die zur 
Bestimmung des grössten gemeinschaftlichen Maasses der 
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beiden Grössen dient. Sind die Grössen durch Strecken 
dargestellt, so mnss man die kleinere b anf der grösseren 
so oft abtragen, dass der Rest c kleiner wird als b, dar- 
auf e auf b u, s. w. Läset diese Operation sich bis ins 
Unendliche fortsetzten, so sind die Grössen inkommensu- 
rabel. Auf diese Weise findet man leicht, dass eine Strecke 
durch stetige Teilung in Abschnitte geteilt wird, die in- 
kommensurabel mit sieh und der Strecke selbst sind. 
Heisst nämlich die Strecke a und die Abschnitte x und 
u, so hat man 



Die Operation, die zum grösstcn gemeinschaftlichen Maass 
führen soll, wird also eine fortgesetzte Teilung der neuen 
Abschnitte, so dass sie sich offenbar nicht zu Ende füh- 
ren las st. 

Da nun solche Wurzeln von Gleichungen zweiten 
Grades, die mit don gegebenen Grössen inkommensurabel 
werden, eich nicht durch diese und durch Zahlen aus- 
drücken lassen, so ist es begreiflich, dass die Griechen 
bei exakten Untersuchungen keine Näherungswerte ein- 
führten, sondern weiter operierten mit den gefundenen 
Grössen, die dargestellt wurden durch die Sti'ecken, die 
sich aus der, der Lösung der Gleichung entsprechenden, 
Konsti-uktion ergaben. Es ist das ganz ebenso, wie wenn 
wir Wurzeln nicht ausrechnen, sondern uns damit begnügen 
diese durch Quadratwurzelzeicben und andere algebraische 
Zeichen auszudrücken. Da indessen eine Strecke wie die 
andere aussiebt, eo erhielt man dadurch nicht denselben 
Überblick, den die Zeichensprache uns gewährt. Deshalb 
wurde es notwendig eine Klassifikation der iiTationalen 
Grössen vorzunehmen, die sieh durch successive Lösung 
von Gleichungen zweiten Grades ergeben hatten. Eine 
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solche Klassifikation wurde zu Piatos Zeit von Theätet 
voi^enommen, und seine Arbeit ist von Euklid fort- 
gesetzt und ins lOte Buch der Elemente aufgenommen 
worden. Bei Besprechung dieses Buches werden wu- dar- 
auf zurückkommen und wollen hier nur bemerken, dass 
diese Arbeit auch eine Prüfung der Fälle enthalten rausste, 
in denen eine Gröese, die scheinbar einer Klasse an- 
gehört, sich in WirkUchkeit auf eine andere zurückführen 
läest, also die Aufhebung doppelter Irrationalität. 

Die Anwendungen dieser Klassifikation finden wir 
da, wo eine exakte Bestimmung von Grössen gewünscht 
wird, die von Quadratwurzeln abhängen oder überhaupt 
bei Gleichungen zweiten Grades gefunden werden. In der 
elementaren Geometrie gilt dieses von den Seiten regu- 
lärer Polygone oder den Kanten regulärer Polyeder. Mit 
dieser letzten Anwendung hat Theätet sich besonders 
beschäftigt und sie spielt eine Hauptrolle in Euklids 
Elementen. 

In diesem Werk vermisst man dagegen jede genäherte 
numerische Berechnung. Das findet vielleicht seine Er- 
klärung darin, dasa man durch eine solche ßereclinung 
die absolut exakte Bestimmung bei Seite lassen würde, 
die in der Geometrie beabsichtigt war; aber andei-ereeits 
dürfte es auch damit zusammenhängen, daes den Griechen 
sowohl das Vermögen wie gute Hülfsmittel zu jeder wirk- 
liehen Berechnung fehlten, ein Mangel, der in verstärkter 
Weise hervortritt, wenn man über die vier einfachen Rech- 
nungsarten hinausgehen muss, also schon bei der Berech- 
nung der Quadratwurzel. 

Indem wir uns vorläufig an das allgemeine Hülfs- 
iechisehe Zahlbezeich- 
t finden werden mehr 
einübte, wie wir 



mittel halten, so wird sieh die gri 
nung (von der wir später Gelegenhei 
zu sagen) doch wohl, wenn man si 



unserer Kindheit in der unsrigen geübt werden, weit 
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brauchbarer erweisen, als man sich von vornherein vor- 
stellt. Bei Berechnungen hat man wohl auch solche me- 
chanische Mittel wie eingeteilt« Rechenbretter zu Hülfe 
genommen. Daes die Zahlbezeichnung nicht ausreichte, 
wenn es sich um die Darstellung grosser Zahlen handelte, 
sieht man jedoch daraus, dass damals, als die gi'iechiache 
Mathematik auf ihrer grössten Höhe stand, Archimedes 
und ApoUonius — Manner, in deren Schriften ein wohl 
unterrichteter Mathematiker der Gegenwart ihm unbekannte 
Sätze und Beweise finden kann — besondere Systeme 
haben bilden müssen, um Zahlen von unbegrenzter Grösse 
bezeichnen zu können. Archimedes thut das in seiner 
Schrift über Sandreehnung, in der er eine Vorstellung 
von der Unendlichkeit der Zahlenreihe geben will und 
besonders berechnet, wie viele Sandkörner es in der ganzen 
Welt geben kann, wenn man dieser und den Sandkörnern 
gewisse Grössen beilegt. Es spricht auch keineswegs zu 
Gunsten der den Griechen selbst eigentümlichen Mittel 
der Zahlenberechnung, dass die gi'iechischen Astronomen 
diese für nicht hinreichend entwickelt hielten, sondern 
zugleich mit der babylonischen Astronomie das Sexagesi- 
malsystem der Babylonier für astronomische Rechnungen 
aufnahmen. 

Was nun die Bei-echnung der Quadratwurzel bei den 
Griechen betrifft, so wollen wir zuerst eine besondere 
Bestimmung von y 2 erwähnen, die man allerdings zunächst 
von einem späten aiithmetischen Schriftsteller kennt, die 
sich aber viel weiter zurückführen lässt, und deren Be- 
gründung sich bei Euklid II, 9 (und 10) findet. Diese 
Begründung ist zugleich ein Beispiel dafür, wie die geo- 
metrische Algebra angewandt wurde. Ist C die Mitte 
und D ein anderer Punkt der Strecke AB, so sagt Satz 9 
aus, dass 
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Dieser Satz hätte durch Unilegungen von Rechtecken 
bewiesen werden können, aber bei Euklid ist er bewiesen 
mit Hülfe des pythagoreischen Lehrsatzes, angewandt auf 
gteichschenkelige rechtwinkelige Dreiecke. Das dürfte da- 
mit in Verbindung stehen, dass V^ sben als Hypotenuse 
AB eines solchen Dreiecks ABB dargestellt wird. Ist 
nun Z der Punkt, in dem die Senkrechte auf AB in D 
die Kathete EB schneidet, so wird nB=DZ und 




AD^ + DZ^^Aß'^ -\- EZ^'^^AC^ -|- 2 CD''. 

Um die Anwendung der gefundenen Gleichung deut- 
licher zu zeigen, wollen wir 

CD^üi, BD==y 
setzen, wodurch 

AD'-2x + y, AC„x-\-y. 
Bezeichnet man die letzten beiden Grössen mit t/^ und 



'Zx''—y 



--i2x^-y^). 



Die gefundene Gleichung dient dazu, aus einer Lösving 
von einer der beiden unbestimmten Gleichungen 
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in ganzen Zahlen eine LÖaung der anderen in den grösseren 
Zahlen x^^—ic + j/ vmd i/j^2a;-|-J abzuleiten. Fährt 

man auf diese Weige fort, so werden die Werte — , — 
n. s. w., die abwechselnd zu klein und zu gi-osB sind, 
sich v2 immer mehr nähern. Man karm ausgehen von 
^-y-l. 

Auf ähntiche Weise kann man in anderen specielien 
Fällen das Ausziehen der Quadratwurzel vorgenommen 
haben. Das hat dann in Verbindung mit den unbestimm- 
ten Gleichungen (wie x^-{~y^^z^), mit deren Hülfe 
man Zahlenbeispiele bildete, bei denen das Ausziehen der 
Quadratwui'zel vermieden wurde, dazu beigetragen bei den 
Griechen die Fertigkeit in der Behandlung gewisser un- 
bestimmter Gleichungen zweiten (Jrades zu entwickeln, 
von der in einer viel späteren Zeit die Schriften des Dio- 
phant Proben enthalten. Dass man zu solchen specielien 
Methoden seine Zuflucht genommen hat, zeugt dagegen 
nicht von einer irgendwie allgemeinen Fertigkeit im Aus- 
ziehen der Quadratwurzel. Von allgemeinen Hülfsmitteln 
hatte man jedoch erstens di'iselbe zur Verlüguncr dii wir 
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wickelt die Methoden waren. Sehr bezeichnend ist es, 
dasB erst Archimedes eine Bestimmung von ci, als 
zwischen den Grenzen Z\ und 3^^ liegend, durcl^efuhrt 
hat. Aus dem Folgenden wird man nämlich erkennen, 
dass man vor ihm ohne grosse Mühe im Stande gewesen 
sein muss, die geometrischen Schwierigkeiten zu über- 
winden. Es ist also die numerische Berechnung und 
namentlich wohl die in dieser vorkommende Äusziehung 
von Quadratwurzeln, vor der man vor Archimedes zu- 
rückgeschreckt ist. 

unvermeidlich wai'en die entsprechenden Berechnun- 
gen, wenn man praktische Anwendung von Quadratwur- 
zeln machen wollt«. Es ist deshalb natürlich, dass man 
die meisten von diesen bei Hero findet, der mit prak- 
tischen Anwendungen vor Augen schrieb. Man findet so 
viele, dass es deutlich wird, dass er im Besitze einer 
%virklichen Methode gewesen ist. In seinen Bestimmungen 
ist der Grad der Genauigkeit jedoch nicht sehr gross im 
Verhältnis zu der allgemeinen theoretischen Einsicht, in 
deren Besitz man damals schon seit Jahrhunderten ge- 
wesen war. Der Umstand, dass er wirklich Quadratwur- 
zeln auszieht, steht in Verbindung damit, dass wir zum 
ersten Male bei ihm Beispiele für eine durchgeführte Be- 
handlung numerischer Gleichungen vom zweiten Grade 
finden. So sehen wir, dass, wenn das Glied a;' einen 
ZahlenkoefBcienten a hat, er dieses in a* x^ vei'wandelte 
durch Multiplikation der Gleichung mit a, und demnächst 
ax als Unbekannte betrachtete. Euklid hatte allerdings, 
mewir sehen werden, auch derartige Gleichungen behandelt 
und überdies auf eine allgemein gültige Weise, die auch 
anwendbar bleibt, wenn der Koefficient a in-ational ist; 
aber gerade diese allgemein gültige Form der Behandlung 
zeigt nicht deutlich, wie man sich bei der praktischen 
Berechnung verhalten hat. 
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Indem wir ganz zu Hero hinuntergegangen sind, 
haben wir jedüch die Berechnungen ausser Acht gelassen, 
die bereits vor seiner Zeit ausgefühi't worden waren bei 
der Ausarbeitung der Sebnentafehi der astronomischen 
Scluiftsteller. Diese waren in dem, in der Zwischenzeit 
von den Chaldäern eingeführten, Sexagesimalsystem aus- 
geführt. Da Hero hiervon keinen Gebrauch macht, so 
dürfen wir annehmen, dass sein Verfahi'en im wesent- 
hchen das ursprünglich griechische war, das damals nur 
mehr entwickelt gewesen ist als z« der Zeit, mit der wir 
uns jetzt zunächst beschäftigen. Die Quadratwurzeln, die 
sich bei Ptolemäus finden, sind dagegen in sexagesimalen 
Einheiten etwa auf dieselbe Weise ausgerechnet, wie man 
jetzt Wurzeln in Decimalbrüchen berechnet. Es wurde 
vorhin berührt, dass die Griechen früher schon die theo- 
retische Grundlage für eine solche Berechnung nach der 
Formel im{a^b)^ besMsen; diese konnte sie also natur- 
gemäss bei dem grösseren Bedürfnis der Astronomie nach 
numerischer Genauigkeit zu einer wirkhehen Ausführung 
solcher Rechnungen führen. Die schon erwähnten alten 
Tafeln über Quadrat- und Kubikzahlen im Sexigesimal- 
system (S. 13) könnten jedoch wohl darauf hindeuten, 
dass das Wurzelausziehen in den babylonischen Ländern 
lange bekannt gewesen sein mag, und dass die Griechen 
auch in dieser Beziehung etivas von den östlichen Völkern 
haben lernen können, als das Sexagesimalsystem bei ih- 
nen eingeführt wurde. 

Wir werden kaum fehl gehen, wynn wir in der Ent- 
deckung und der späteren Behandlung der irrationalen 
Grössen den Ausgangspunkt sehen füi- das, was sowohl die 
Hauptstai-ke, als auch die allerschwächste Seite der grieclii- 
schen Mathematik ausmachte. Unter der beständig fort- 
gesetzten Bemühung jeden Beweis auch auf diejenigen G 
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anwendbar zu machen, die sich nur näherungs weise durch 
Zahlen ausdrücken lassen und bei denen deshalb Zahlen- 
beweise ungenügend sein würden, entwickelten sich die 
sti'engen Ansprüche an die Unfehlbarkeit der Schlüsse 
und die Genauigkeit des Ausdrucks, durch deren Erfül- 
lung die Mathematik die exakte Wissenschaft gewor- 
den ist, und die Worte mathematische Gewissheit und 
absolute Gewissheit identisch geworden sind. Die Griechen 
haben dadui'ch den Grund gelegt, der erforderlich war 
um den hochragenden Gedankenbau des Ärchimedes 
und Apollonius zu tragen. Zu derselben Grundmauer 
hat die moderne Mathematik zurückkehren müssen, als 
sie nach langem Zwischenräume wieder ihre wissenschaft- 
liche Bedeutung aufrichten sollte; ja zu den von den 
Griechen entwickelten und hochgehaltenen logischen Grund- 
sätzen nimmt sie sogar in unseren Tagen ihre Zuflucht, 
um aufs neue der, jetzt auf arithmetischem Wege auf- 
geführten, Mathematik dieselbe Sicherheit zu geben wie 
die war, die die Griechen unter geometrischer Form er- 
reichten, oder um die Infinitesimahechnung unanfechtbar 
zu machen. 

Eine so grossartige Leistung hätte keineswegs Gleich- 
gültigkeit zu zeigen brauchen gegenüber den Versuchen 
dasjenige näherungsweise zu berechnen, was sich mit voller 
Genauigkeit nicht geben lässt, Ärchimedes zeigte, dasa 
man auch die Resultate einer solchen Rechnung auf un- 
anfechtbarer Weise aufstellen und beweisen kann, nämlich 
durch Angabe der Grenzen, zwischen denen die gesuch- 
ten Grössen liegen müssen, aber sein Beispiel wurde in 
den übrigen streng mathematischen Werken nicht befolgt. 
So kam es, dass die praktische Berechnung als etwas 
Untei^eordnetes betrachtet wurde und nicht die verdiente 
Aufmerksamkeit bei den eigentlichen Mathematikern fand, 
die doch am besten imstande gewesen wären die dahin 
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gehörenden Methoden zu verbessern. Zu wie grossem 
Schaden es der Mathematik selbst gereichen sollte, sich 
in dieser Weise von den Anwendungen fern zu halten, 
das werden wir später kennen lei'nen. 



6, Das Unendüche, 

Es ist bekannt, daas Pythagoras die Zahl zum 
Frincip aller Dinge machte, indem er sagte: «die Dinge 
sind Zahlen.» Da Zahl bei den Griechen ganze Zahlen, 
die Zahlen der natürlichen Zahlenreihe bedeutet, so stimmt 
dieser Ausspruch wohl ganz im allgemeinen zu den früher 
erwähnten Studien der Pythagoreer über die Lehre von 
den ganzen Zahlen und zu der mystischen Bedeutung, die 
sie gewissen Zahlenverbindungen beigelegt haben. Schwierig 
bleibt es jedoch, eine zu der Mathematik der Pythagoreer 
stimmende, ganz unmittelbare Bedeutung in den Wortlaut 
dieses Ausspruchs hineinzulegen. Eine solche Bedeutung 
mÜRste nämlich den späteren, mehr idealistischen Aus- 
legungen vorangegangen sein. So ivie sie da stehen, kön- 
nen die Worte kaum etwas anderes bedeuten, als dass 
alle Dinge sich durch Zahlen bestimmen lassen. Da hier- 
bei nicht wohl von etwas anderem die Rede sein kann 
als von der Grösse der Dinge, so wird gesagt, dass diese 
sich durch Zahlen ausdrücken lasse. Das ist auch in 
der That der Fall mit kommensurablen Grössen, wenn 
man eine hinreichend kleine Einheit wählt- Es würde 
deshalb nicht weiter erstaunlich sein diesem Ausspruche 
zn begegnen — wenn nicht gerade die Pythagoreer ent- 
deckt hätten, dass Grössen derselben Art nicht immer 
kommensurabel sind, dass also der angeführte Ausspruch 
1 "Wortlaute na''h falsch ist 
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Deswegen braucht die hier veratiehte Erklärung, die 
gewiss die einzige ist, die zu dem griechischen Gebrauehe 
des Wortes Zahl stimmt, doch nicht unrichtig zu sein. 
Der Ausspruch kann älter sein als die Entdeckung der 
inkommensurablen Grossen, Ja gerade das Bestreben, seine 
Anwendbarkeit zu zeigen, kann zur Entdeckung der in- 
kommensurablen Grössen geführt haben. Eine philoso- 
phische Formel, an die man schon viele Betrachtungen 
angeknüpft hat, giebt man indessen nicht so leicht auf, 
selbst dann nicht, wenn sie sich in ihrer ursprünglichen 
Bedeutung als unrichtig erweist. Man modificiert diese 
Bedeutung derartig, dass sie foi-tdauernd anwendbar bleibt. 
Eine solche Modifikation konnte im gegenwärtigen Fall 
nicht so fern liegen. Wenn man die Inkommensurabili- 
tät von Grössen dadurch fand, dass die Rechnungen, die 
zur Bestimmung des grössten gemeinschaftlichen Maasses 
dienten, sich ins Unendliche fortsetzten, so lag es nahe zu 
behaupten, dass das grösste gemeinschaftliche Maass dann 
unendlich klein und unendlich viele Male in den Grössen 
enthalten sei. In diesem Falle wurden die Dinge bestimmt 
durch unendhche Zahlen oder durch unendliche Annähe- 
rungen, hervorgebracht durch Verhältnisse zwischen immer 
gi'öBseren Zahlen. 

Es würde jedoch kaum statthaft sein diese Erklärung 
aufzustellen, wenn es sich nicht nachweisen Hesse, dass 
pythagoreische und andere Mathematiker zu ihrer Zeit 
wirklich auf ähnliche Weise Grössen durch unendliche 
Annäherung bestimmt hätten. Wir besitzen allerdings 
keine dii-ekten Mitteilungen über solche Bestimmungen, 
aber ihre Existenz geht aus dem Kampf hervor, der gegen 
ihre Berechtigung geführt wm-de, namentlich von Seiten 
einer anderen philosophischen Schule, nämlich der elea- 
tischen. Ich meine hiermit die berühmten Sophismen, 
die von ihrem Stifter Zeno von Elea um die Mitte des 
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Jahrhunderts aufgestellt wurden. Diese gehen überhaupt 
darauf aus die Ungereimtheiten zu zeigen, zu denen man 
gelangt, wenn man annimmt, dass die kontinuierlichen 
Grössen aus unendlich vielen unendlich kleinen Teilchen 
zusammengesetzt sind. 

In zwei von den Sophismen wird bewiesen, dass Be- 
w^ung unmöglich sei. Der erste Beweis lautet folgender- 
massen. Um von einem Orte zum anderen zu gelangen 
muss man, bevor er erreicht wird, zuerst die Hälfte des 
Weges zumcklegen, dann die Hälfte von der Hälfte u. s. w. 
bis ins Unendliche, Die Bewegving verlangt also, dass 
unendlich viele Stücke des Weges durchlaufen werden, 
ist also — sagt Zeno — unmöglich. 

Auch nicht — sagt Zeno in dem zweiten Sophisma — 
kann der schnelMüseige Achilles die langsame Schildkröte 
einholen; denn er niuss erst die Stelle erreichen, die die 
Schildkröte jetzt einnimmt, darauf den Weg durchlaufen, 
den die Schildkröte mittlerweile gekrochen ist u. s. w. bis 
ins Unendliche; aber auch diese Unendlichkeit zu erreichen 
ist unmöglich. 

Da nun Zeno gewiss nicht die P 1 tt 1 Be u g 
bezweifelte, so ist seine Absicht l y 

nämlich die, es als unmöglich hinzu t 11 d k t n u 
liehe Bewegung durch eine solche ZI g n 1 

diskrete Momente zu beschreiben. D b k n pf 

will, muss indessen von seinen Geg g It d g m ht 

worden sein. Was ist das nmi? I m t S 

phiema ist es die Richtigkeit der B h pt d 

l = ^- + (.T + a)^ + --- bis U dl h 

Im zweiten Sophisma ist es, w hm 

dass Achilles sich n-mal so schnell 1 t 1 111 

kröte, die Behauptung, dass 

1 H [ — ^ H~ ■ ■ ■ ti'** ii'J' Unendliche 



y Google 



6. Das Unendliche. ö7 

einen enciliolien Wert habe. Da man zu jener Zeit sicher- 
lich auezurechnen verstand, wie lange Zeit Achilles wirk- 
hch gebrauchte um die Schildkröte zu erreichen, so haben 
Zenos Gegner auch geivusst, dase der endliche Wert der 

vorliegenden Summe von unendlich vielen Gliedern — — - 

war. Diese positiven Resultat« liegen so unmittelbar in 
den Betrachtungen, die Zeno als absurd angesehen haben 
will, dass man, wenn die Gegner nicht, wie ich annehme, 
vorher diese oder ähnliche aufgestellt haben, beinahe ihn 
selbst als ihren Entdecker ansehen müsste. Ohne mathe- 
matischen Sinn und ohne solche Einsicht verfällt man 
nämlich überhaupt nicht darauf, diese in mathematischer 
Hinsicht fruchtbaren Zerlegungen vorzunehmen. Wir sehen 
also, dass man in der Mitte des fünften Jahrhunderts 
der Frage nach der Summation einer unendlichen Quo- 
tientenreihe nicht fremd gegenübei'staud, einer Summation, 
von der wir später Archimedes eine Anwendung unter 
grössere Sicherheit gewährenden Formen werden machen 
sehen. 

Von einem streng logischen Standpunkt au3 hat 
Zeno jedoch recht. Es kann nämlich nicht gestattet 
wei-den, unendliche Grössen zum Beweise positiver Resul- 
tate zu benutzen, solange das Unendliche nur durch sei- 
nen Namen erklärt ist, denn in diesem liegt nur das rein 
Negative, dass es unerreichbai' ist. Innerhalb der griechi- 
schen Mathematik pflichtete man auch dem Zeno bei, 
und zwai' in dem Grade, dass der Unendlichkeitsbegrifl 
als positives Beweismittel im nächsten Jahrhundert ganz 
verdrängt oder auf eine Weise umgangen iivurde, die gegen 
ähnliche Angiiffe Sicherheit gewährte. 

Sofort geschah das jedoch nicht. Die atomistiscbe 
Schule, die die physischen Körper als aus unteilbaren 
Partikeln zusammengraetzt betrachtete, hat eich gewiss auch 
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auf eine infinitesimale Untersuchung der , 
Zusammensetzung dieser Korper eingelassen, ja wahracheiu- 
lich mit ihi' begonnen. Das ist namentlich mit Demo- 
icrit, dem bedeutendsten Manne dieser Schule, der Fall 
gewesen. Es ivird berichtet, dass er die Frage behandelt 
habe, ob zwei unendlich nahe liegende parallele ebene 
Schnitte eines Kegels als gleich oder iingleich gross be- 
trachtet wei-den dürfen. Im letzteren Falle würde der 
Kegel treppenförmig aufgebaut sein, im ersteren würde er 
ein Cylinder sein. Diese Fi-age kann sich ganz natürlich 
erhoben haben, wenn man — ivie in unseren elementaren 
Lehrbüchern bei Gelegenheit der Pyramide — diurch ein 
intagi'ationsartiges Verfalii-en das Volumen eines Kegels 
zu berechnen oder auch nur Sätze über die Gleichheit 
von Kegeln zu beweisen versuchte. Auf die Besehäft^ung 
mit infinitesimalen Fragen deuten vielleicht auch die Titel 
von mehreren seiner Schriften, die alle verloren sind, hin, 
nämlich sÜber inkommensurable Strecken und Körper», 
stJber die Zahlen», und vielleicht auch der Titel «Über 
Berührung zwischen dem Kreise und der Kugel». Im 
übrigen weiss man nichts von seiner mathematischen 
Thätigkeit, vielleicht weil in der folgenden Zeit die Mathe- 
matik namentlich durch Piatos Schule oder doch in Ver- 
bindung mit ihr gefördert wurde, und diese die Philosophie 
des Demokrit vollständig verwarf. 

Hat nun auch die Thätigkeit des Demokrit den 
Begriff des Unendlichen soweit vertieft, dass die darauf 
■ gebauten Begründungen an Zuverlässigkeit gewannen, und 
hat sie vielleicht ferner dessen Verwendbarkeit für wirk- 
liehe mathematische Untersuchungen wie über den Inhalt 
des Kegels gezeigt, so hat dieser sich dadurch doch nicht 
als anerkanntes mathematisches Beweismittel zu behaupten 
veiTnocht. Mehr als Zenos Dialektik, die von einem 
überlegenem Gesichtspunkte darauf ausging das Unzurei- 



y Google 



6. Das Unendliche. 69 

chende des Uiiendhchkeitsbei^iiffea n ichzuweisen fui die 
Begviindung von Rebiütiten, dip an und für %ich nicht 
zweifelhaft sein konnten, haben dazu die mehi unfieiwil- 
ligen Schlüsse beigetragen, zn denen ei sich gebrauchen 
lieas. Als Beispiel hierfür iasst sich der Beweis des So 
phisten Antiphon anfuhren, dei darthun sollte, dass der 
Kreis sich quadiieien Iasst, das heisst, dasfo man ein Qua 
drat konstruieien kann, dis eben so giosi ist wie ein 
gegebener Kreii- Diesei Beweis lis^t sich — «enn wii 
uns im übrigen auf die Beuchte semei Gegnei \eilassen 
dürfen — kurz folgen der massen wiedergeben: In den . 
Kreis Iasst sich ein gleichseitiges Dreieck beschreiben und 
demnächst durch Halbieren der Bogen reguläre Polygone 
von zunehmender Seitenzahl. Durch Fortsetzung bis ins 
Unendliche fällt das Polygon mit dem Kreise zusammen. 
Nun lassen sich alle diese Polygone quadrieren, folglieh 
auch der Ki'eis. 

Durch solche Missbräuche wurde das Vertrauen zu 
infinitesimalen Betrachtungen in dem Grade erechüttert, 
daes, als endUch Eudoxus den Weg fand, auf dem sich 
die Richtigkeit hierher gehöriger Schlüsse vollständig be- 
weisen lässt, dieser nicht mehr zur Aufstellung des Un- 
endhchkeitsbegriffes benutzt wurde; vielmehr wurde dieser 
in dem sogenannten Exhaustionsbeweise umgangen. 
Über diesen, der zu der Zeit, die uns jetzt beschäftigt, 
noch nicht zur Verfügung stand — werde ich mich je- 
doch ei-st auslassen, wenn wir seine Anwendungen bei 
Euklid kennen lenien. Ebenso wei-de ich damit warten, 
die mit dem Exhaustionsbeweise nahe verwandte Propor- 
tionslebre des Eudcxus zu erkkien bis wii sie im 
5ten Buche des Euklid mtieiien Hiei niU ich nur 
bemerken, dass diese unmIftelb^l auf mkomniensuiable 
Grössen ebenso anwenlbtr it wie lu! komnieiisuiable, 
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SO dass Proportionen zwischen inkommensurablen Grössen 
nach der Zeit des Eudoxvis dieselbe Gültigkeit habe» 
wie Proportionen zwischen kommensurablen Grössen. 



7. Die Quadratur des Kreises. 

Von diesen mathematischen Principien fragen wenden 
wir uns nun zu einzelnen bestimmten Untersuchungen, 
die gleichfalls im 5ten Jahi-hundert begonnen sind und 
die Mathematiker in der ganzen voi'euklidi sehen Zeit, ja 
über diese hina\is, beschäftigt haben. Wir haben soeben 
die Quadratur des Kreises berührt. Hierbei kann man 
sowohl an die Aufgabe denken, mit passender Aiinähemng 
Inhalt und Umfang des Kreises zu berechnen, als auch 
an die andere, ein Quadrat zu konstruieren, das gleich 
der Fläche des Kreises ist, und damit ziigleieh eine Strecke, 
die gleich seinem Umfange ist. Nach dem Vorangegan- 
genen wird man verstehen, dass die Lösung der letzten 
Aufgabe durch ihren exakten Charakter und dadurch, 
dass sie hinterher zur Berechnung benutzt wei-den konnte, 
als das erstrebenswert« Ziel ei-scheinen musste, dem gegen- 
über man bis zu Archimedes die beschwerlichen Rech- 
nungen, die doch nur ein ungenaues Resultat lieferten, 
unterliess. Die Scheu vor solchen Rechnungen war es, 
die den Antiphon, wie wir bereits gesehen haben, da- 
hinbrachte, die einbesehriebenen Polygone, die ein vor- 
treffliches Mittel für die Berechnung abgeben würden, zu 
einer unhaltbaren Behauptung über die Lösung der Auf- 
gabe durch Konstruktion zu missbrauchen. Das Mittel 
um eine obere Grenze für den Flächeninhalt zu berech- 
nen, kannte man auch, nämUch um beschriebene Polygone ; 
aber dieses wurde auch zu Sophismen misshraucht, wie 
zu dem eines gewissen Bryson, der — wie erzählt wird — 
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behauptete, dass man, um den Kreis zu quadrieren, nur 
nötig habe den Un:ifang eines neuen Polygons zwischen 
die Umfange eines einbeachriebenen und des dazu gehö- 
rigen umbeschriebenen Polygons hineinzuzeichnen. Das 
neue Polygon ivurde nämlich ebenso wie der Kreis grösser 
als das einbeschiiebene und kleiner als das umbesehriebene 
werden — folglich(!) gleich dem Kreise sein. 

Neben Antiphons Behauptung beweist dieses 80- 
phisma jedoch, dass man zu jener Zeit ein Auge dafür 
hatte, auf welchem Wege man in der That angenäherte 
Bestimmungen des Kreises en-eichen und kontrolieren 
konnte. Ein ähnliches Verdienst kann man nicht solchen 
Lösungen zuerkennen, die darin bestanden eine Zahl zu 
finden, die zugleich Quadratzahl und eine sogenannte 
cyklische Zahl war, d. h. eine solche, deren Quadrat mit 
denselben Ziffern endigt v/ie die Zahl selbst. Man erkennt 
aus diesem groben Sophisma, dass der von Zeno eröff- 
nete Kampf gegen die von den Mathematikern aufgestell- 
ten unrichtigen oder unvollständigen Ausdräcke für rich- 
tige Gedanken nicht nur die Mathematiker zwang, der 
exakten Form grössere Sorgfalt zuzuwenden, sondern um- 
gekehrt auch die Sophisten, die nicht Mathematiker waren, 
lehrte die mathematischen Formen zu gebrauchen um 
Ungereimtheiten aufzustellen. Wenn dagegen Aristoteles 
und seine Kommentatoren, durch die wh' diese Beispiele 
kennen, einen Mathematiker wie Hippokrates von Chios 
beschuldigen, dass er auf Grand eines ähnlichen Fehl- 
schlusses behauptet habe den Kreis quadriert zu haben, 
so muss hier wohl eine Verwechslung stattgefunden haben 
zwischen dem, was Hippokrates ei-strebt, und dem, was 
er wirklieh erreicht zu haben behauptet hat. Diese Be- 
schuldigung ist indessen die Veranlassung daau gewesen, 
dass wir noch seine Untersuchungen kennen ; diese haben 
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ni(;ht nur zu einem hübsehen Ei^ebnie geführt, nämlich 
zu den ersten Quadraturen von Flächen, die von krummen 
Linien begrenzt sind, sondern sie sind zugleieh ein vor- 
treEBiches Beispiel für das, was einem tüchtigen Geometer 
des 5ten Jahrhunderte zur Verfügung stand und wie er 
es zu gebrauchen wusste. Namentlich aus diesem Grunde 
wollen wir hier einen Auszug aus dem Bericht des Eu- 
demus über seine Arbeiten geben. 

Wie berichtet ivird beweist Hippokrates zuerst, dass 
ähnliche Kreisabschnitte sich wie die Quadrate über den 
Durehmessern verhalten, und zwar soll er dies mit Hülfe 
des entsprechenden Satzes über zwei Kreise gemacht 
haben. Der bewiesene Satz ivird demnächst benutzt um 
das «Möndehen» zu quadrieren, das von einem Halbkreise 
und einem Bogen von 90*' über dessen Durchmesser be- 
grenzt wird. Es wird bewiesen, dass dies Möndchen gleich 
dem gleichsehen keligen rechtwinkeügen Dreieek ist, das 
sich in den Halbkreis beschreiben läast. Darauf wird 
auf folgende Weise ein Möndchen konstituiert, dessen 
grösserer Bogen grösser als ein Halbkreis ist. Es wird 
zuerst ein Trapez konstruiert, von dem 3 Seiten jede 
gleich a und die vierte gleich a\'% ist (sin der Potenz 
dreimal so gross als die anderen», d. h. ihr Quadrat ist 
dreimal so gross als jedes der anderen); um dieses mrd 
ein Kreis beschrieben, und das Möndchen wird abgeschnit- 
ten zwischen dem grösseren Bogen der Sehne a'\% und 
einem Bogen über derselben Sehne, der demjenigen über 
der Seite « ähnlich ist. Es wird gezeigt, dass das Mönd- 
chen dem Ti'apeze gleich ist. 

Hippokrates hat noch ein drittes Möndchen kon- 
struiert, das sich quadrieren läast. In dem Bericht über 
dieses werde ich, abgesehen von einzelnen modernen Um- 
schreibungen (wie ry^), mit einer direkten Wiedergabe 
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) von Eudemue beginnen*). «Ein Kreis mit 
dem Durchmesser A B ( — 2 r) und dem Mittelpunkt K 
ist gegeben. Die CD steht senkrecht auf der Mitte von 
KB. Zwischen diese Senkrechte und die Kreisperipherie 
wird eine Strecke BZ von der Länge r Vf eingeschoben, 
deren Verlängening durch B geht. EH wird pai-allel A B 
Man zieht Kß und KZ, von denen die letzte 




in ihrer Verlängerung die ED in H schneidet. Endlich ziehe 
man BH und die Verlängerung BZ von EZ. BH wird 
gleich EK sein, und um das Trapez EKBH lässt sich 
ein Kreis beschreiben. Gleichfalls wird ein Kreisbogen 
durch E, Z und H gezogen. [Jeder von den beiden Ab- 
schnitten über den Strecken EZ und ZH wird den Ab- 
schnitten über den Strecken EK, KB und BH gleich 



Das hier gebildete Möndchen {EKBHZ) wird gleich 
der Figur sein, die man ans den drei Dreiecken (das ist 
Viereck EKBHZ) bildet . . .» Das wird dadurch gezeigt, 
dass jeder der beiden Abschnitte über EZ und ZH nach 

') So wie P, Tannery es in den Msrnoires de la Sociale 
de Bordeaux t. V. (2. Reihe, 2. Heft) in einer von den Znsätzen 
des Simplicius befreiten GesSalt wiederzugeben versucht hat. 
Die eckigen Klammern bezeichnen eine von Tannery ausgefüllte 
Lakune. 
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der Konstruktion das anderthalbtfache von jedem der drei 
AbBchnittfl Über EK, KB und BH ist. 

Hippokrates zeigt noch, dana der äussere Bogen 
EK BH dieses Möndchens kleiner ais ein Halbkreis ist, 
da der in das Segment EKH einbeschriebene Winkel 
stumpf ist. Sein Beweis dafür lässt sich mit unseren 
Zeichen folgen dermassen wiedergeben: 

EZ-' =1 r^=EK-' + \kB^. 
EZ^->EK^ ^-KZ"". 

Dass KB"^ grösser als 2 KZ"^ ist, muss Hippo- 
krates daraus schliessen, dass der Winkel KZB stumpf 
ist; aber es ist nicht gesagt, wie er dies findet. Er kann 
es daraus geschlossen haben, dass sein Nebenwinkel EZK, 
der EK, die kleiner als EZ ist, gegenüberliegt, spitz 
sein muss. 

In dem erhaltenen Sehriftetück wird noch ein ge- 
wisses Möndchen konstruiert, das, zu einem gewissen 
Kreise hinzugefügt, eine Fläche liefert, die sich quadrieren 
lässt. Dieses Möndchen ist es, dessen Quadratur zur 
Quadratur des Kreises geführt haben würde. Dass dieses 
nicht identisch mit einem der vorher quadrierten ist, 
muss Hippokrates, der selbst imstande war diese Mönd- 
chen so herzustellen, dass sie sieh quadrieren liessen, 
ebenso gut gesehen haben wie wir.. 

Um nun durch die citierten Untersuchungen in der 
That einen Einblick in die damaligen Leistungen der 
Mathematik zu gewähren, will ich zunächst darauf hin- 
weisen, dasa über eine Konstniktiou, wie die eines Ti'a- 
pezes aus seinen Seiten, kein Wort verloren wird, dass 
die Benutzung der Grössen der Dreiecksseiten für die 
Untersuchung, ob ein Winkel im Dreieck spitz, recht 
oder stumpf ist, als wohl bekannt betrachtet wird, ebenso 
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wie der Säte, dass Kreisflächen sich wie die Quadrate 
über den Dm-chmessem verhalten. Den euklidischen Be- 
weis des letzten Satzes kann man jedoch noch nicht ge- 
kannt haben, überhaupt keinen, der den späteren griechi- 
schen Mathematikern genügt haben würde. Ausgangspunkte 
für einen faktisch richtigen Beweis kann man indessen 
in solchen Betrachtungen, wie die von Antiphon gemiss- 
brauchten waren, gehabt haben. Eine .Strecke wie ry^ 
hat man leicht konstruieren können, sei es nun durch 
die in der geometrischen Algebra ei-wähnte Methode, ein 
Rechteck mit den Seiten r und | r in ein Quadrat zu 
verwandeln, oder sei es durch Anwendung des pythago- 
reischen Lehi-satzee. «Die Einschiebungs der Strecke 
£Z=rv| zwischen CD und die Kreislinie, so daes 
ihre Verlängerang durch B geht, ist abhängig von einer 
Gleichung zweiten Grades, die man, wie wir als ganz 
bestimmt annehmen, damals durch geometrische Kon- 
struktion lösen konnte. Indessen ist es, wie wir bald 
erörtern werden, doch möglich, dass diese Konstruktion 
auf andere Weise ausgefühii worden ist. 

Die verschiedenen Versuche, den Kreis mit Hülfe 
von Zirkel und Lineal zu quadriei-en, misslangen, und in 
der neuesten Zeit hat man bewiesen, dass sie misslingen 
mussten. Das Verlangen nach einer exakten Lösung, die 
nach den Forderungen der damaligen Zeit durch Kon- 
struktion zu einer geometrischen Darstellung führen sollte, 
konnte deshalb nur erfüllt werden durch Einführung an- 
derer Kurven als Gerade und Kreis. Hierbei kam es 
nicht sonderlich darauf an, ob derartige Kurven sieh me- 
chanisch darstellen Hessen, und noch weniger darauf, sie 
durch eine diskrete Reihe von Punkten darzustellen, denn 
diese würden ja nur eine Annäherung gestatten. Die 
Hauptsache war dagegen, hier wie in anderen ahnlichen 
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Fällen, in einer exakten Definition eine mathematiacb 
sichre, theoretische Grundlage für die Bestimmung zu 
geben, eine Grundlage, auf der eich eventuell weitergehende 
Untersuchungen, in denen die konstraierte Grösse vei-- 
wendet wurde, aufbauen Hessen. Man verfuhr in dieser 
Beziehung ebenso, wie wenn man in der Gegenwart neue 
Funktionen einführt, für die exakte Bestimmung von sol- 
chen Grössen, die sich durch die bis dahin bekannten 
nur mit Annäherung darstellen lassen. Am besten war 
es natürlich, wenn eine und dieselbe Kurve sich auf ver- 
schiedene Konstruktionen anwenden liess, so dass die ge- 
meinsame Theorie der Kurven allen Konsti'uktionen zu 
Gute kommen konnte. 

Eben dies war der Fall mit einer KuiTe, die für die 
Quadratur des Kreises benutzt wurde und deshalb den 
Namen Quadratrix erhielt. Sie soll ursprünglich von 
Hippias aus Elis erdarcht sein, um für die Dreiteilung 
des Winkels benutzt zu werden. Die Eigenschaft, durch 
welche die Alten sie in Worten definierten, können wir, 
wenn wir mit y die Ordinate eines ihrer Punkte in einem 
rechtwinkeligen Koordinatensj'stem bezeichnen, und durch 
1? den Winkel, den der Radiusvector desselben Punktes 
mit der Abscissenaxe bildet, dai-stellen durch die Gleichung 



wo wir durch q einen rechten Winkel bezeichnen, und 
durch h den ^-^ß entsprechenden Wert von y. Die 
Winkel werden durch die Bogen gemessen, die sie als 
Centriwinkel auf einem Kreise mit dem Eadius b abschnei- 
den. Mit der jetzt gebräuchlichen Bezeichnung n ist also 

Da y und i? proportional sind, so ist die Verwend- 
barkeit der Kurve für die Teilung eines Winkels in gleiche 
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Teile oder in solche Teile, die in einem gegebenen Ver- 
hältnis stehen, ohne weiteres erkennbar. Ihre Verwend- 
barkeit für die Quadratur des Kreises wurde jedoch zuerst 
von Dinostratus entdeckt oder strenge bewiesen, da er 
bewies, daas die Abscisse ihres Schnittpunktes mit der 

Äbscissenaxe gleich — oder - — sei; denn der Quotient — 

kann weder grösser noch kleiner sein als die genannte 
Abscisse. Wäre er grösser, so müsste es, da die Eadien- 
vectoren der Kurve mit § wachsen, einen Punkt der Kurve 

geben, dessen Radiusvector gleich — wäre. Man müsste 

also (wenn wir der Übersieh thchkeit wegen unsere trigono- 
metrischen Zeichen und Gleichungen da benutzen, wo 
Dinostratus Proportionen gebrauchte) haben 

ö« .■ o_ _(,*_^ t 
— .,St/i _^_ ^— ^ . ^, 

oder der dem Kidius — entsprechende Sinus müsste dem 

8 
dem-idbei Radius entspieehenden Bcgen gleich sein. Wäi'e 
er kleiner so m isste es einen Pu ikt geben, dessen Ab- 

"ci^se — w le fu 1« il c 

e 

oder die dem Radius — entsprechende Tangente müsste 

dem demselben Radius entsprechenden Bogen gleich sein. 
Beide Dinge sind unmöglich. 

Was nun den Inhalt dieses Beweises betrifft, so sieht 
man, dass Dinostratus sich nicht mit einer Bemerkung 

begnügt wie diejenige ist, die wir durch lim. - — = 1 



y Google 



78 Die griechische Malhematik: 

odti ilmth lin — =1 lURiiu ktn wuilen; vielmehr 

umgeht er ganz die Frage ß ich unendlicher Annäherung 
dadurth, da=!s ei nui die Ungleichheiten sm ;i <. x <. Itj x 
benutzt die ja im uhiigen auch heide notwendig sind füi- 
eine exikte Bestimmung leder dei beiden Grenzwerte. 
Die Alt ^le die Gienzbestimmungeti umgangen werden, 
stimmt im wesentlichen mit der Art und Weise überein, 
wie dies im Exhsiustionabeweise geschieht; aber Dino- 
stratus war auch ein Schüler von dessen Erfinder Eu- 
doxus. 

Wir werden später sehen, daes die Abhängigkeit zwi- 
schen Variationen von Kreisb<^en und Strecken, die durch 
die Quadratrix dai'gestellt werden, einzelnen numerischen 
Bestimmungen zu Grunde gelegt wurde. 

Auch Arehimedes — desKen wirkliche Berechnung 
von Kreisen wir später erwähnen werden — hat Kurven 
untersucht, die sich etwa wie die Quadratix anwenden 
lassen, nämlich die sogenannten archimedischen Spi- 
ralen [r^a&). Ihre Venvendbarkeit für Winkelteilung 
ist ohne weiteres erkennbar, und Arehimedes schliesst 
sowohl die Bestimmung von Tangenten wie diejenige von 
Flächeninhalten an die Quadratur des Kreises an. Nach 
modern er Auflassung verw^endet er ivohl zunächst die 
Quadratur des Kreises oder die Zahl n für diese Bestim- 
mungen; aber der Vergleich mit der Benutzung der Qua- 
dratrix lässt erkennen, dass man ebensoviel Wert darauf 
gelegt hat auf diesem Wege, namentlich durch Bestim- 
mung der Tangente, wenn auch nicht eine Konstraktion, 
so doch in Woiien eine gute geometrische Bestimmung 
einer Strecke zu erhalten, die gleich der Peripherie des 
Kreises ist. Die Kurve selbst veranschaulicht auf die 
deutlichste Weise das periodische Wachsen von dem, was 
wir jetzt circuläre Funktionen (Kreisfunktionen) nennen. 
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8. Dreiteilung des Winkels; Einschiebungen, 

Wir haben soeben die Anwendung der Quadrati'ix 
und der archimedisehen Spirale auf die Dreiteilung 
dea Winkels berührt. Ausser diesen beiden will ich 
noch zwei andere Lösungen dieser Aufgabe anführen, die 
frühzeitig die Mathematiker beschäftigt haben. Die eine, 
deren Alter sieh nicht bestimmen lässt, kann sehr 
wohl aus dem 5ten Jahrhundert herstammen, während 
die andere unter den von den Arabern aufbewahrten so- 
genannten archimedischen Hülfssätzen enthalten ist, viel- 
leicht also von Archimedes herrührt. In beiden wird die 
Lösung auf eine sogenannte Einschiebnng zurückgeführt. 

1) Ist A SC der Win- 
kel, der in drei gleiche 
Teile geteilt werden 
soll, so zieht man zu- 
eret A C senkrecht auf 
BC, und Afi" parallel » ^ 

B C, und dann wird zwischen A C und AE die Strecke 
DE=2 AB so eingeschoben, dass ilire Verlängerung 
durch B geht. Ist dann nämhch F die Mitte von DE, 
so ist 

^ABF=:i_AFB = '2/L.AEF^2^CBD, mithin 
Z_ CBI)=-^jU. CBA. 

2) Ist ABC der Win- 
kel, der in drei gleiche 
Teile geteilt werden soll, 
und schneidet ein Kreis 
um B die beiden Schen- 
kel und die Verlängenmg 
von A B über B hinaus 
in A, Cundi), so wird 
zwischen die Verlängerung von BD und die Kreispcri- 



/ly- 




y Google 



80 Die griechische Mathematik: 

pherie eine Strecke EF=BC so eingeschoben, dass ihre 
Verlängerung durch C geht. Dann ist 

Was nun die beiden hier verlangten Einschiebun- 
gen angeht, so sind sie wie die gestellte Autgabe selbst 
von Gleichungen dritten Grades abhängig, lassen eich also 
nicht mit Hülfe von Gerade und Kreis lösen. Indessen 
sei hier bemerkt, dass die Zuruckführung einer Konstruk- 
tion auf eine Einschiebung ohne genauere Angabe dar- 
über, wie diese auszuführen sei, sehr oft in der griechi- 
schen Geometrie vorkommt. So haben wir eine solche 
in dem angefühlten Bruchstück von Hippokrates getrof- 
fen, und Archimedes führt in seiner Schrift über Spi- 
ralen andere Aufgaben auf dieselbe Einschiebung zurück, 
durch welche die ihm hier beigelegte Dreiteilung des 
"Winkels ausgeführt wurde. Das kann darauf deuten, 
dass es eine Zeit gegeben hat, wo man die Einschie- 
bung als ein Konstruktionsmittel anerkannte, das un- 
mittelbar bei geometrischen Konstruktionen neben Zirkel 
und Lineal angewandt werden durfte, unter einer Ein- 
schiebung wird dann im allgemeinen die Konstruktion 
einer Strecke verstanden, deren Bndpunkte auf gegebenen 
Linien liegen, und die selbst oder in ihrer Verlängerung 
durch einen gegebenen Punkt geht. Sie läset sieh einiger- 
massen leicht mechanisch ausführen durch ein Lineal 
(oder ein gefaltetes Stück Papier), auf das man zwei Mar- 
ken im Abstände der gegebenen Strecke abgetragen hat. 
Dieses Lineal dreht man um den festen Punkt, indem 
man es gleichzeitig so verschiebt, dass die eine Marke 
der einen gegebenen Linie folgt, und mit einer solchen 
Bewegung fahrt man solange fort, bis die andere Marke 
sich auf der zweiten gegebenen Linie befindet. 

Wegen des theoretischen Zieles, das die Griechen 
mit ihren Konstruktionen verfolgten, begnügten sie sich 
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jedoch nicht lange mit dieser mechanischen Leichtigkeit. 
Da man üherdies, um auf möglichst wenigen Vorauseet- 
zmigen bauen zu können, auch so wenige anerkannte 
Konstruktionsmittel haben muaste wie nur möglieh wai-, 
so wurde die unmittelbare Ausfühi'ung der Einecbiebungeii 
bald überall dort verdrängt, wo sie sieh durch Zirkel und 
Lineal, die einzigen Konstniktionamittel, die in Euklids 
Elementen Bürgerrecht erhalten, ausführen lieasen. Mög- 
licherweise sind ältere Anwendungen die Ursache, dass 
Apollonius zwei Bücher über Einschiebungen geschrieben 
hat, die, wie wir wissen, über die Ausführung dieser mit 
Hülfe von Zirkel und Lineal gehandelt haben. Er kann 
dadurch dem Mangel in älteren Werken haben abhelfen 
wollen, dass Aufgaben auf Einschiebungen zurückgeführt 
sind, ohne dasa eine solche Ausführang angegeben wird. 

Bei Einschiebungen, die sich nicht durch Zirkel und 
Lineal, sondern durch Benutzung von Kegelschnitten aus- 
führen lassen, ist es auch von einem gewissen Zeitpunkt 
an obligatorisch geworden diese Kui'ven anzuwenden, sich 
also nicht mit der mechanischen Auaführung zu begnügen. 
Dass dies erst nach Archimedes geschehen sein sollte, 
kann man keineswega mit voller Sicherheit daraus schlies- 
sen, dass er sieh damit begnügt, Aufgaben auf Einschie- 
bungen zui'ückzuführen ; denn der Umstand, dass man 
sich früher mit einer mechanischen Ausführung begnügte, 
wird für ihre Ausfübrung durch Kegelschnitte feste Re- 
geln hervorgerufen haben, die Archimedes als bekannt 
betrachten konnte. Wie die Einschiebungen des Archi- 
medes sich durch Kegelschnitte ausführen lassen, ist 
später von Pappus angegeben worden. 

Wo man die EinSchiebungen nicht auf die Benutzung 
dieser anderen Konstruktionsmittel zurückgeführt hat, ja 
nicht hat zurückführen können, da ist eine theoretische 
Untersuchung der Einschiebung seihst erforderlich gewesen. 
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Am besten hat dies geschehen könneu durch Aufstellung 
einer Definition und eine darauf gegründete Untersuchung 
derjenigen Kurve, die bei der oben beschriebenen mecha- 
nischen Konsfi^uktion von dem einen Endpunkt der ge- 
gebenen Strecke durchlaufen wird, nämlich von dem, der 
nicht an die eine gegebene Linie gebunden ist. Durch 
die Schnittpunkte dieser Kurve mit der zweiten gegebenen 
Linie wird dann die Ein seh iebungsauf gäbe gelöst. Eine 
solche Untersuchung ist auch, sogar nach Archimedes' 
Zeit, von Nikomedes in dem Falle vorgenommen worden, 
wo die erste der gegebenen Linien eine Gerade ist. Die 
erzeugte Kurve wird dann eine Konchoide genannt. 
Nikomedes hat zugleich einen Apparat erdacht um diese 
Kurve mechanisch zu erzeugen. Die Benutzung dieses 
Apparates deckt sich ungefähr mit der pben beschriebenen 
mechanischen Ausführung einer Einschiebung. 

Wie nun auch die Einschiebung ausgeführt worden 
sein mag, so hat doch diejenige Zurückführung der Drei- 
teilung des Winkels, die wir — mit allem mögliehen Vor- 
behalt — ■ dem Archimedes beigelegt haben, eine grosse 
Bedeutung in der späteren Geschichte der Mathematik 
erhalten. Namentlich liegt sie der Lösung zu Grunde, 
die Vieta für Gleichungen 3ten Grades im sogenannten 
irreduciblen Fall gegeben hat. 



9. Verdoppelung des Würfels. 

Von den Aufgaben, die in ihrer algebraischen Form 
von Gleichungen 3ten Grades abhängig sind und später 
im Altertum durch Kegelschnitte gelöst wurden, war die 
Dreiteilung des Winkels nicht die einzige, die man bereits 
im 5ten Jahrhundert in Angriff genommen hatte. Von 
noch grösserer Bedeutung war die Aufgabe, die die geo- 
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meti'ische Form der reinen kubischen Gleichung darstellt, 
nämlich die Verdoppelung oder Multiplikation des 
Würfels. 

Diese Aufgabe heisst das delische Problem in Ver- 
anlassung eines Orakelspruches, wonach ein würfelförmiger 
Altar auf der Insel Delos doppelt so gross gemacht wer- 
den sollte ohne seine Form zu verändern; man darf in- 
dessen wohl annehmen, dass Pythia bei dieser Gelegenheit 
durch die Mathematiker inspiriert worden sei. Wie be- 
reits erwähnt hatte man in der geometrischen Algebra 
Produkte von zwei allgemeinen Faktoren und Operationen 
mit den dai'aus zusammengesetzten Ausdrücken zweiten 
Grades umgeformt in Rechtecke und in Operationen mit 
Flächen, und in Verbindmig damit das Ausziehen der 
Quadi-atwurzel vertauscht mit der Verwandlung eines Recht- 
ecks in ein Quadrat, eine Aufgabe, die von den Pytha- 
goreem gelöst worden sein soll. Da lag es denn nahe 
von diesen «ebenen» Aufgaben zu den entsprechenden 
«räumlichens überzugehen. Man musste dann ein Pro- 
dukt von 3 Grössen durch ein Parallelepipedon darstellen, 
und Operationen mit Äusdräeken vom 3ten Grade als 
Operationen mit Raum gebil den. Nächst so einfachen 
Dingen wie Einführung einer neuen Kante oder Grund- 
fläche in ein Parallelepipedon und Anwendung davon auf 
Addition und Subtraktion, oder Verwandlung eines Paral- 
lelepipedons mit rechteckiger Grundfläche in ein solcbes 
mit quadratischer, musste die Aufgabe, ein Parallelepipe- 
don in einen Kubus zu verwandeln, sich mit derselben 
Macht geltend machen, wie sich nach den Quadratwurzeln 
die Frage nach Kubikwuraeln demjenigen aufdrängt, der 
die Algebra in ihrer gegenwärtigen Gestalt aufbauen sieht. 
Wie ■J/2 die nächstliegende irrationale Kubikwurael ist, 
wurde die Verdoppelung des Würfels das nächstliegende 
6' 
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Beispiel für Äii^aben der hier bezeichneten Art. Als 
solche und durch die neuen Schwierigkeiten, die sie dar- 
bot, erweckte sie grosses Interesse bei den Mathematikern. 
Der erste Beitrag zur Lösung dieser Aufgabe, den 
wir erwähnt finden, wird dem Hippokrates zugeschrie- 
ben. Ebenso wie die Verwandlung eines Rechtecks in 
ein Quadrat auf der Konstraktion einer mittleren Propor- 
tionale beraht, eoU er die Aufgabe von der Verdoppelung 
des Würfels, also vermutlich auch die etwas allgemeinere 
Aufgabe von der Vei'wandlung des Parallelepipedons in 
einen Kubus, auf die andere zurückgeführt haben, zwei 
mittlere Proportionalen zu bestimmen. Ist nämlich das 
Pai'allelepipedon bereits in ein solches a^ b mit der qua- 
dratischen Grundfläche a^ und der Höhe b verwandelt, 
und soll dieses wieder in den Würfel a;* verwandelt wer- 
den, so lässt sieh x bestimmen aus den Proportionen 

Ob nun diese Umformung dem Hippokrates zuku- 
schreiben ist oder nicht, nach ihm erscheint das Delische 
Problem gewöhnlieh unter der Form der Aufgabe: zwei 
mittlere Proportionalen x und j/ zu bestimmen zu 
den gegebenen Strecken a und b. 

Die erste von den vielen Lösungen, die diese Auf- 
gabe im Altertum erfahren hat, verdankt man dem Ar- 
chytas. Um diese 
Lösung recht zu ver- 
halten, dass er darauf 
ausgeht eine Figur zu 
konstruieren, die aus 
zwei Geraden VA 
^' ^ y " und OßX besteht, 

zwischen denen die gebrochene Linie A X YB so gezeichnet 
werden soll, dass X F senkrecht auf der ersten, AXunA 
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YB senkrecht auf der zweiten stehen, während OA und 
B von gegebener Länge sind. Dann sind nämlich offen- 
bar X und Y die beiden mittleren Proportionalen 
zwischen OA und OB. Man kennt also den Dureh- 
messer OA eines Kreises, auf dem X hegen soll, aber 
nicht den Durchmesser Y eines Kreises, auf dem S 
liegen soll. Ärchytas sucht diesen letzten Kreis einzu- 
führen als Schnittkreis der Kugel über OA als Durch- 
messer. Da OÖ gegeben ist, so wird der Punkt B auf 
einem Schnittkreis dieser Kugelfläche hegen, die Linie 
OB und dadm'ch der Punkt X auf dem Umdrehungs- 
kegel, der diesen bekannten Schnittkreis zur Leitlinie hat. 
Wenn man mm versucht die verlangte Stellung üu errei- 
chen durch eine Di'ehung der Figur um die in ihrer Ebene 
in auf A en-ichtete Senkrechte C, so wird die 
Projektion Y des Punktes X auf die von OA durch- 
laufene Ebene einen grössten Kreis beschreiben, die Linie 
X Y also eine Cylinderfläche, auf der der Punkt X auch 
hegen muss. 

Da nun X ferner während der Umdrehung dauernd 
auf dem Kreise über OA als Durchmesser liegen soll, 
so muss er auf der Kurve liegen, die dieser Kreis wäh- 
rend seiner Bewegung auf der Cylinderfläche aufzeichnet, 
d. h. in Wirklichkeit auf der Schnittlinie der Cylinder- 
fläche mit dem durch die Umdrehung des Kreises um 
seine Tangente in erzeugten Wulst. Der Punkt X wird 
dann bestimmt durch den Duix;hschnitt zwischen dieser 
cylindrischen Eaumkurve und der obengenannten Kegel- 
fläche, und durch seine Bestimmung ist die Aufgabe gelöst. 

Diese Lösung wird kaum zu einer wirklich durch- 
geführten praktischen Bestimmung angewandt worden sein. 
Hierauf deutet unter anderem der Umst-and, daes die 
wirkliche Erzeugung der Raumkurve nicht genannt wird, 
denn der hierzu dienende Wulst ist nur eine von uns 
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eingeschobene Erklärung. Archytas hat sicher erkennen 
können, dass man durch succeseives Probieren leichtere 
und genauere BeBtimmungen von A X und A Y erhält. 
Das waa hier beübsiehtigt war, war also eine theoretische 
Bestimmung, die bei weitergehenden Untersuchungen, bei 
denen Kubikwurzeln vorkommen, benutzt werden konnte. 
Damit diese in dieser Beziehung wirklich befriedigend 
hätte sein können, müsete man jedoch dem Archytas 
eine Bekanntschaft mit der benutzten Raumkurve oder 
doch mit Hülfsraitteln um ihre Eigenschaften anzugeben 
beilegen, die er schwerlich besessen haben wird. 

Seine Lösung erhält dagegen grossen Wert für uns 
als ein unmittelbares Zeugnis fiir das, was er zu leisten 
vermochte. Er ist auf seine Aufgabe losgegangen mit 
dem Gedanken an die Anwendung des Kreises zur Lösung 
der entsprechenden ebenen Aufgabe. Er versucht, ob die 
Kugel sich nicht auf entsprechende Weise für die Lösung 
der vorliegenden räumlichen Aufgabe sollte verwenden 
lasaen, und er führt diesen Versuch durch mit klarer 
Ei-fassung der räumlichen Verhältnisse, die sich dabei 
darbieten, ja er schreckt nicht zurück vor der Einführung 
einer Kurve, die ein gewisser Kreis während seiner Be- 
wegung auf einem Cylinder aufzeichnet. Ausser von einem 
sicheren Gedankengang bei ihm selbst zeugt seine Kon- 
struktion von einem Vertrautsein mit der Anwendung 
geometrischer Örter zur Bestimmung von Punkten, die 
hinreichend entwickelt war, um ihre Erweiterung auf den 
Raum vornehmen zu können. Wir dürfen daraus schliessen, 
dass die Geometrie des Raumes und die Anwendung 
geometrischer örter wenigstens in der Ebene zu seiner 
Zeit bereits zu einer recht bedeutenden Entwickelung ge- 
langt wai-. 

Es wird berichtet, dass Archytas' Schüler Eudoxus 
zur Jjösung derselben Aufgabe einige andere Kurven be- 
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nutzt habe. Man hat geraten auf Projektionen der Sehnitt- 
kurven zwischen den 3 Flächen, die in Wirklichkeit bei 
der Konstruktion des Archytas benutzt werden. Eu- 
doxue' Schüler Menächmus verfiel dagegen darauf das 
Hiilfsmittel zu benutzen, das später im griechischen Alter- 
tum auf diese und viele andere Aufgaben angewandt 
wurde, nämlich die Kegelschnitte. Nach den Berichteo 
späterer Schriftsteller soll er die beiden mittleren Propor- 
tionalen zwischen a und h bestimmt haben als die Koor- 
dinaten X und y der Schnittpunkte zwischen den durch 
zwei von den Gleichungen 

ay=^x^, bx^y^, xy = ab 
bestimmten Kurven, und zugleich soll er gezeigt haben, 
wie diese Kurven, die ja Parabeln und eine Hyperbel 
werden, sich stereometrisch als Schnitte an Ümdrehungs- 
kegeln dai^stellen lassen. Zu diesen Bestimmungen werden 
wir zurückkehren, sobald wir, nachdem wir in unserer 
allgemeinen Untersuchung weiter fortgeschritten sein wer- 
den, die Entwickelung der Lehre von den Kegelschnitten 
im Zusammenhange behandeln. 

Hier ist dagegen der Ort um noch solche Anwen- 
dungen anderer Hülfsmittel zu berühren, die man noch 
weithin in der folgenden Zeit fortfuhr für die Konstruk- 
tion der beiden mittleren Proportionalen ausfindig zu 
machen. Man erfand verschiedene mechanische Werk- 
zeuge für die Konstruktion einer Figur, die wie die Figur 
auf S. 84 ähnliehe Dreiecke enthalten, durch die sich 
unmittelbar die verlangte Verbindung ergiebt. Eines von 
diesen wird Plato zugeschrieben, ein zweites rührt von 
Eratosthenes her. Da sich indessen ergiebt, dass kemer 
von diesen Apparaten eine wirkliche Bedeutung für die 
Entwickolung der Mathematik gehabt hat, so wollen wir 
uns eine Beschreibung von ihnen und ihrem Gebrauch 
ersparen und uns damit begnügen zu bemerken, dass 
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diese Apparate Descartea veranlasst haben gleichfalls 
einen zu erdenken, den er in seiner Geometrie beschreibt. 
Die Konstruktion der beiden mittleren Proportionalen 
ist auch von Nikomedes auf eine Einschiebung zurück- 
geführt worden. Die hierzu dienende Konstruktion ist 
jedoch keineswegs so einfach wie diejenigen sind, die für 
die Dreiteilung des Winkels benutzt werden. 



10. Theoreme und Probleme; Bedeutung der 
geometrischen Konstruktion. 

Wir haben teils über die Hauptansehauungen und 
die sich daran sohlieasenden Operationsmethoden gespro- 
chen, die im 6ten Jahrhundert ihren Anfang nahmen 
und sich in der folgenden griechischen Mathematik weiter 
entwickelten, teils durch Erwähnung einzelner Untersu- 
chungen Proben von dem damaligen reellen Inhalt dieser 
Mathematik gegeben. In dem Maasse wie man fortschritt 
bedurfte man fester und zuverlässiger Formen, die zu 
diesen Anschauungen stimmten und sie dadurch in noch 
höherem Grade sicher stellten, und die dem stets wa^h- 
senden Inhalt in sich Raum gewährten. Die hierm füh- 
rende Arbeit wurde in Piatos philosophischer und Eu- 
doxus' mathematischer Schule mid durch Verhandlungen 
zwischen beiden ausgeführt. 

Als Beispiel für eine solche Verhandlung können 
wir einen Streit darüber anführen, in wie weit die mathe- 
matischen Wahrheiten als Theoreme (Lehrsätze) oder 
als Probleme (Aufgaben) auftreten dürfen. Das erste 
wurde von den Piatonikern geltend gemacht, die sich 
darauf stützten, dass die Lösung einer Aufgabe nur etwas 
zustande bringe, was schon im voraus vorhanden sei: 
gleichseitige Dreiecke existieren unabhängig davon, ob 
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man sie konslruiert, und man kann ein solches nur des- 
halb konstruieren, weil der BegriS «gleichseitiges Dreieck» 
eine Realität hat, bevor man es konstruiert. Für die 
Schüler desEudoxus, die bei dieser Gelegenheit nament- 
lich von Menächmus repräsentiert iivurden, war die matlie- 
matieche Hervorbringung durch Konstruktion oder doch 
durch Untersuchung der Figur die Hauptsache. 

In äusserer Hinsicht scheint keine der Pai^teien die 
andere besiegt au haben, da Theoreme und Probleme 
neben einander in Euklids Elementen vorkommen. Von 
grösserer Bedeutung ist die Prüfung dessen gewesen, was 
ausser der rein äusseren Form Theoreme und Probleme 
charakterisiert. Das hat man wenigstens später etwa 
folgen dermassen ausgedrückt: im Theoreme wird das ein- 
zig mögUche ausgesagt, im Probleme wird das verlangt, 
was anders sein könnte. Na«h diesen Kennzeichen muss 
man entscheiden, ob eine Wahrheit in der einen oder 
anderen Form mitgeteilt werden soll. Beispielsweise würde 
es unrichtig sein als Problem zu stellen: «Einen rechten 
Peripherie Winkel zu konstruieren, der auf einem Halbkreise 
steht. » 

Wichtiger als solche Bestimmungen in Worten ist es 
jedoch die Rolle kennen zu lernen, die Theoreme und 
namentlich Pi'obleme bei den uns erhaltenen Schriftstel- 
lern spielen, namentlich in Euklids Elementen. Vielleicht 
begi'eift man dadurch auch besser die von Menächmus 
verfochtene Ansicht als durch die überlieferte Mitteilung. 
Diese lässt die Platoniker geltend machen, dass das gleich- 
seitige Dreieck existiert, bevor es konstruiert wii-d. Im 
Gegensatz hiei^zu kann Menächmus behauptet haben, 
dass man erst erfährt, dass es wirklich existiert, wenn 
man es konstruiert und damit den Beweis verbindet, dass 
diese Konstruktion wirklich zum Ziele führt. So verfährt 
Euklid, indem er sich nicht damit begnügt gleichseitige 
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Dreiecke zu definieren, sondern, bevor er weiteren Gebrauch 
von ihnen raacht, sich ihrer Existenz dadui-ch versichert, 
dass er im ereten Satze des ersten Buches die Aufgabe 
löst ein solches zu konsti-uieren und die Richtigkeit der 
Konstruktion beweist. 

Die Notwendigkeit eines solchen Verfahrens macht 
sich insofern von selbst geltend, als gleichseitige Dreiecke 
demnächst bei neuen Konstruktionen benutzt werden sollen; 
aber es ist beachtenswert, dass Euklid auf dieselbe Weise 
mit solchen Dingen verfährt, die in der Folge nur im 
Beweise für einen Lehreatz benutzt werden aollen. Bevor 
er in I, 16 die Mitte einer geradlinigen Strecke benutaen 
darf, mußs er in I, 10 dm-ch Konstruktion dieses Punktes 
bewiesen haben, dass er wirklich existiert. Etwas ähn- 
Uches gilt für alle ähnlichen Fälle. Die wesentliche Be- 
deutung der geometrischen Konstruktion liegt darin, dass 
sie zum Beweise dafür dienen soll, dass dasjenige, 
auf dessen Darstellung die Konstruktion ausgeht, 
wirklich existiert. 

Mag nun auch Menächmus zuerst diese Bedeutmig 
der geometrischen Probleme, die durch Konstruktion ge- 
löst werden, zu vollem Bewusstsein gebracht haben, so 
hat diese sich doch auch schon früher geltend gemacht. 
Das hängt nämlich auf das genaueste zusammen mit der 
geometrischen Algebra. Ale man gefunden hatt«, dass 
keine Zahl oder kein Zahlen Verhältnis (Bruch) existiert, 
die mit sich selbst multipliciert 2 ergeben, und als man, 
statt eine solche Zahl zu verlangen, eine Strecke ver- 
langte, welche die Seite eines Quadrates ist von doppelter 
Grösse wie das Quadrat über einer gegebenen Strecke, so 
musste man die Existenz einer solchen Strecke beweisen. 
Das geschieht dadurch, dass man sie als Diagonale des 
Quadrates über der gegebenen Strecke darstellt. Eine 
ähnliche Bedeutung erhält die Lösung allgemeiner Glei- 
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chungen 2ten Grades durch eine Konstruktion. Erst mit 
dieser allgemeinen Auffassung vor Augen begreift man 
vollkommen den Wunsch nach einer konstruktiven Lösung 
von der Quadratur des Kreises, der Dreiteilung des Win- 
kels, der Verdoppelung des Würfels und der Bestimmung 
der beiden mittleren Proportionalen. Ohne sie kann man 
nämlich durchaus nicht begreifen, dass die zum technischen 
Gebrauch ungeeigneten Lösungen, wie die von der Qua- 
dratur des Kreises durch die Quadratrix und wie die Be- 
stimmung der mittleren Proportionalen durch Archytas, 
überhaupt irgendwelche BeMedigung gewähren konnten. 
Dieselbe Auffassung wird auch den Schlüssel zum Ver- 
ständnisse anderer Verhältnisse in der griechischen Mathe- 
matik abgeben. 

In gewissen Fällen wia-d übrigens diese Benutzung 
der Konstruktionen auch uns nicht fern liegen. Das gilt 
namentlich, wenn eine ganz allgemein gestellte Aufgabe 
nicht immer möglich ist, sondern gewisse Bedingungen 
für ihre Mi^lichkeit verlangt. In solchen Fällen beginnen 
die griechischen Schriftsteller damit, die Notwendigkeit 
dieser Bedingungen nachzuweisen. Das geschieht durch 
den Beweis für ein Theorem, das ausspricht, dass die 
hetrefEende Figur immer die Eigenschaften besitzt, die die 
Bedingungen für die Möglichkeit verlangen. Dass diese 
Bedingungen ausreichend sind, wird demnächst in einem 
Probleme bewiesen, indem angegeben wird, wie die Figur 
zu konstruieren ist, wenn sie erfüllt sind, und bewiesen 
wird, dass die Figur dann wirklich zustande gebracht ist. 
Das erste Beispiel hierfür besitzen wir in Euklid I, 20 
und 22. Der erste Satz enthält den Lehrsatz, dass jede 
Seite eines Dreiecks kleiner ist als die Summe der beiden 
anderen, der zweite das Problem ein Dreieck zu kon- 
struieren, dessen Seiten gegeben sind, wenn alle drei dieser 
Bedingung genügen. 
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II. Die analytische Methode; 
die analytisch-synthetische Darsteüungsform. 

Der wichtigste Beitrag, den die Schulen von Plato 
und Eudoxus geliefert haben ura der Mathematik die 
äussere Form zu gehen, in der sie bei Euklid und den 
folgenden griechischen Mathenaatikern erscheint, ist gewiss 
die Ausgestaltung der sogenannten apagogischen oder 
analytischen Methode und der Formen Analyse .und 
Synthese, durch die man sich sowohl zuverlässige Er- 
gebnisse ihrer Anwendung als auch eine unanfechtbare 
Darstellung dieser Ergehnisse sicherte. 

Die analytische Methode findet zu allemächst Anwen- 
dung bei der Lösung von Aufgaben, und deshalb wollen 
wir zuerst von ihi- reden. Wir glauben indessen, dass 
die logische Bedeutung der Regeln, die aufgestellt wurden 
ura die Ijösung zu finden und darzustellen, sich am besten 
verstehen läest, wenn wir für einen Augenblick das Gebiet 
der griechischen Mathematik verlassen und von der ana- 
lytischen Lösung von Aufgaben ganz im allgemei- 
nen sprechen und zum Teil üii^e Anwendung durch Bei- 
spiele klar machen, die anderen Aufgaben und anderen 
Hülfsmitteln, als den Griechen zu Gebote standen, ent- 
nommen sind. Ich beabsichtige dadurch auf einen zu 
dem ursprünglichen stimmenden konsequenten Gebrauch 
hinzuweisen, der sich in der Mathematik von den Worten 
Analyse und Synthese, analytisch und synthetisch 
machen lässt, und der Platz greifen müsste statt der Ver- 
wirrung, zu der in der neueren Zeit die ausschliessliche 
Anwendung des Wortes Analyse auf die algebraische Ana- 
lyeis den ersten Anstoss gegeben hat. 

Eine mathematische Aufgabe geht dai'auf aus Grössen 
oder Figuren zu finden, die gewissen Forderungen genügen. 
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Fordei-ungen in neue umzuformen, die notwendigerweise 
erfüllt sind, wenn die ersten es sind, und diese Umfor- 
mung fortzusetzen, bis man zuletzt zu Forderungen gelangt, 
die man zu erfüllen imstande ist. 

Bei dieser Analyse findet man, >vie die Aufgabe 
gelöst werden muss, wenn sie sich überhaupt lösen lässt. 
Die Synthese besteht dann zuerst in der wirklichen 
Ausführung dieser Lösung: in einer solchen Bestimmung 
der gesuchten Grössen und Figuren, dass die umgeformten 
Forderungen befriedigt sind. Danach wird noch ein Be- 
weis dafür verlangt, dass dann auch die ursprünglich 
gestellten Forderungen befriedigt sind. Dieser Beweis 
lässt sich, wenn sich keine einfacheren Wege darbieten, 
in der Rfigel führen durch eine Umformung der Forde- 
rungen in der entgegengesetzen Reihenfolge wie diejenige 
war, die bei der Analyse benutzt wurde, so dass man 
damit schliesst, dass die Erfüllung der neuen Forderungen, 
die man an die Stelle der ursprünglichen gesetzt hat, 
auch notwendigerweise die Erfüllung dieser mit sich 
führt. Der Beweis kann fortgelassen werden oder ist 
bereits in der Analyse geführt, wenn man in dieser 
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nur solche Umformungen benutzt hat, die sich umkehren 
lassen, so dass die neuen Fordei'ungen nicht nur die not- 
wendigen, sondern auch die ausreichenden Bedingungen 
für die alten sind, aber sonst nicht. 

Als Beispiel wollen wir die I-öeung von Aufgaben 
durch algebraische Gleichungen nehmen. Indem man 
Benennungen für die unbekannten Grössen einführt und 
diese auf ganz dieselbe Weise wie die Bezeichnungen fiir 
bekannte Grössen in die Gleichungen einti'eten lässt, die 
die gegebenen Forderungen ausdrücken, denkt man sich 
diese Gleichungen befriedigt, also die Aufgabe gelöst. 
Die vorhin ei-wähnt« Umformung der Fordentngen wird 
dai^stellt durch die Umformung der Gleichungen, bis 
man zu solchen Gleichungen gelangt, die die Lösung er- 
geben. Das kann z. B. in der analytischen Geometrie^ 
geschehen durch Herstellung der Gleichungen für solche 
geometrischen Örter, durch welche die Aufgabe getost 
wird. Wird die Analyse auf Aufgaben angewendet, die 
darauf ausgehen die Werte von Unbekannten zu finden, 
so werden die umgeformten Gleichungen diejenigen sein, 
in denen die Unbekannten isoliert sind. Wenn wir uns 
nur an diesen letzten Fall halten, so besteht die auf die 
Analjse folgende Synthese 1) m dei wnkhchen Aus 
leehnung dei duich die gefundenen Ausdrucke gegebenen 
Grossen, ihie Umformung nach bestimmten Regeln, z B 
ihie Veikurzung, Reduktion auf einfache Iriationahtat 
etc mit einbegtiSen, 2) in einer Piufung diesei Gioshen 



' Die Befifichiiiing ianalinsdie beometriP wollen wii m der 
gewöhnlichen Bedeutung benutzen ohne Rucksicht daran! dass 
auch andeie treometne analyli'.ch sein kann und dihS man auch 
synthetisch mit den Hultsmitteln operieren kann die nun einmal 
den Anspiuih ern jibi-n h'iben analytische Geomelue genannt zu 
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Diese wird wohl in der Regel durch direktes Einsetzen 
vorgenommen, lägst sich aber auch in Übereinstimmung 
mit dem, was oben über die Bildung des synthetischen 
Beweises gesagt wurde, dadurch ausführen, dass man 
Schritt für Schritt durch die benutzten Gleichungen in 
umgekehrter Ordnung zurückgeht. Dass ein solcher Be- 
weis nicht an und für sich durch die vorangehende Ana- 
lyse überflüssig gemacht wird, weiss man aus solchen 
Fällen, in denen man durch Potenzieren einen Wurzel- 
ausdruck fortgrachafft hat. War dieser einer von den 
Werten der Wurzel, z. B. der positive Wert einer Quadrat- 
wurzel, so weiss man, dass man dann fremde Lösungen 
einführen kann. Statt eines Beweises für die Richtigkeit 
liefert die Probe dann einen Beweis für die Unrichtigkeit 
dieser letzten Wurzeln. Die Analyse allein lässt also die 
MÖghchkeit für fremde Lösungen offen. Ist die Lösung 
im voraus bekannt, so kann sie und ihr Beweis allein 
synthetisch mitgeteilt werden, aber damit ist ein anderer 
Übelstand verbunden. Ist die Aufgabe beispielsweise die 
Gleichung 

x^ — ax'rb = 0, 
oder eine Aufgabe, die, auf eine Gleichung gebracht, so 
ausgedrückt werden würde, so kann man synthetisch mit- 
teilen, dass 



'-hV& 



und unt«r dem Quadratwurzelzeichen die positive Quadrat- 
wurzel verstehen. Die Probe oder der synthetische Beweis 
ei^ebt, daas diese Lösung richtig ist; man sieht aber 
nicht, ob sie die einzige richtige ist. 

Was hier von der algebraischen Lösung nachgewiesen 
ist, gilt allgemein : Die Analyse allein kann zu viele 
Lösungen geben, die Synthese allein zu wenige. 
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Noch wollen wir untersuchen, auf welchem Punkte 
der vollständigen Behandlung sich die Bedingungen für 
die Möglichkeit darbieten. Man pflegt eie heut zu Tage 
an die vollständige Beendigung der formellen Auflösung 
anzusch Hessen, die man dann diskutiert. In dem eben- 
genaiuiten Beispiele wird aus dem gefundenen Ausdruck 

geschlossen, dass, damit x reell sein kann, iw) = ^ ^^'^ 

muss. Eine solche Diskussion wird jedoch nur dadurch 
möglich, dass man durch Einführung der Benennungen 
«negative und imaginäi-e Grössen» auch solche Grössen 
anerkennt, die man ursprünglich nicht als Lösungen er- 
wartet hatte. Ohne diese neuen Arten von Grössen würde 
man schon an einem früheren Punkte der Analyse auf 
die Bedingung für die Möglichkeit getroffen sein. Wenn 
man beispielsweise aus der obenstehenden Gleichung ab- 
geleitet hat, dass 

so kann man daraus nur 






> b, da die rechte Seite sonst keinen 

Sinn giebt. Die Bedingungen für die Möglichkeit werden 
also aus der Analyse ebenso abgeleitet wie die Auflösung, 
lassen sich aber ebenso wie diese in einer rein syntheti- 
schen Darstellung mitteilen. 

Das Gebiet, auf welches die Griechen die hier ge- 
schilderte Methode zur Lösung von Aufgaben anwandten, 
sind die geometrischen Aufgaben, deren Endziel, wie 
wir gesehen haben, im allgemeinen eine Konstruktion 
ist, entweder eine wirkliche mit Hülfe von Zirkel und 



y Google 



11. Die analytische Methode. 9" 

Lineal, oder eine formelle. Solange man methodisch 
die Lösung solcher Aufgaben gesucht hat, mtrss man nach 
unseren allgemeinen Bemerkungen analytisch zu AVerke 
gegangen sein. Eine solche Behandlungs weise muse ge- 
wiss bereits gebraucht worden sein bei der geometrischen 
Lösung der Gleichungen zweiten Grades durch die Pytha- 
goreer. Die Methode kann indes mehr oder minder be- 
wusst angewandt worden sein, denn, wie es sich oft in 
der Geschichte der Mathematik gezeigt hat, ist faktisch 
eine Methode zu benutzen nicht dasselbe wie sie sich so 
klar zu machen, dass man sie jedesmal zur Verfügung 
hat, wenn sich der Bedarf danach herausstellt, geschweige 
denn sie so aufzustellen, dass sie auch anderen zur Ver- 
fügung steht. 

Eine Konstruktion, die in ausgeprägter Weise zeigt, 
dass sie durch Anwendung der analytischen Methode ge- 
funden worden ist, ist Archytas' Bestimmung von zwei 
mittleren Pi-oportionalen. Er konnte nämlich unmöglich 
die Anwendung der ihm im voraus unbekannten cylin- 
drischen Kurve eiTaten haben, und deshalb muss es aus- 
schliesslich die von ihm angewandte Analyse gewesen sein, 
die ihn zu ihrer Einführung gezwungen hat, ganz wie 
wenn in einer moderneu analytisch-geometrischen Unter- 
suchimg ein geometrischer Ort, der bei der Lösung der 
Aufgabe zur Venvendung kommt, sich als eine Kurve 
herausstellt, von der man vorher nichts wusste, die aber 
durch die aus der Analyse hervorgehende Gleichung defi- 
niert wird. Wähi'end wir hierdurch eine, bereits benutzte, 
Andeutung darüber erhalten, dass die Ziirückführung der 
Aufgaben auf die Benutzung geometrischer Örter und 
die Bestimmung dieser Öi'ter zu den Seiten der analyti- 
schen Methode gehörte, die bereits eine gewisse Entwicke- 
lang bei den Pythagoi-eern gefunden hatten, erfuhr die 
Methode durch die von Archytas' Nachfolgern Plato 
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und E^idoxus gestifteten Schulen die formelle Ent Wicke- 
lung, die danach bei den griechischen Mathematikern in 
dauerndem Gebrauche blieb. 

Die Anwendung der Methode und die Darstellung 
der durch sie gewonnenen Resultate bestand in einer 
Reihe von Gliedern, deren Besehreibung wir am leichte- 
sten an die elliptische Flächenanlegung (S. 47) als Bei- 
spiel anknüpfen können. Indessen wollen wir die einzel- 
nen Glieder etwas kürzer ausdrücken, als die Alten es 
gethan haben würden. 

1) Die Aufgabe wird gestellt in der sogenannten 
Protase {nQ&taaig): an eine gegebene Strecke eine gegebene 
Fläche (Quadrat) so anzulegen, dass ein Quadrat fehlt. 

2) Die Aufgabe wird ausgespiocheu mit Bezug auf 
eine bestimmte, gezeichnete Figur in der Ekthese {Sx&saig}: 



/. 
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das (gezeichnete) Quadrat q soll als Rechteck an die Strecke 
AB so angelegt werden, dass ein Quadrat fehlt. 

3) Man denkt sich die Aufgabe gelöst (durch das 
Rechteck A M, das das Quadrat ß M fehlen lässt) und 
führt sie in der Äpagoge, der Transformation [&!iay(ayrfj, 
zurück auf eine bekannte Aufgabe: Ist C die Mitte von 
AB, so wird das Rechteck KC hin auf DB gelegt 
(als DE). Dadurch ^vird das Rechteck AM venvandelt 
in einen Gnomon oder in die Differenz zwischen den 
Quadraten CB^ und CD^. Die Strecke CD muss also 
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so bestimmt werden, dass dieser Gnomoii dem Quadrate 
q gleich wird. 

4) In der Resolution, wie man sie genannt hat, 
wird demnächst auseinandergesetzt, wie weit man nun 
wirklich alles besitzt, was notwendig iat um die gestellte 
Aufgabe zu lösen. Im vorliegenden Falle findet das nur 
statt, wenn q, das eben so gross sein soll wie ein von 
dem Quadrat CB'^ abgeschnittener Gnomon, kleiner als 
dieses Quadrat ist. Wenn man dies bemerkt hat, so hat 
sieh dadurch allerdings ein Mangel an der gestellten Auf- 
gabe herausgestellt. Es ist nämlich, wenigstens in der 
überlieferten Litteratui-, Kegel, dass die Aufgaben mit 
einer solchen Begrenzung gestellt werden, dass sie gelöst 
werden können. Dadurch erhält man statt der Aufgabe, 
die wir hier zu stellen versucht haben, teils ein Theo- 
rem, teils ein enger begrenztes Problem. Das Theorem 
(das sieh in einer etwas altgemeineren Form in Euklid 
VI, 27 findet) muss darauf hinaus laufen, dass ein Recht- 
eck, so an eine Strecke angelegt, dass ein Quadrat fehlt, 
kleiner ist als das Quadrat über der halben Strecke, oder, 
wenn man will, dass ein Rechteck kleiner ist als ein 
Quadrat von demselben Perimeter. Das Problem (das in 
allgemeinerer Form in Euklid VI, 28 behandelt wird) 
wird dasselbe wie dasjenige, dessen Lösung hier versucht 
ist, nui' mit dem Zusatz, dass das gegebene Quadrat kleiner 
sein muss als das Quadrat über der Hälfte der gegebenen 
Strecke. Dieser Zusatz zur Protase wird der Diorismus 
(diOQia/iös) oder die Abgrenzung der Aufgabe genannt. 
In der Ekthese muss ferner von den Figuren, die man 
annimmt, ausgesprochen werden, dass sie die Bedingung 
iq<iCB^) erfüllen. Dui-eh die Abgrenzung, die wir uns 
nun also in die Pi-otase und Ekthese eingeführt denken, 
wird, wie wir sehen werden, die Resolution ganz über- 
flüssig ; denn nun wird der Versuch, ob die Aufgabe sich 
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durch das Voi'liegende lösen läset, gelingen, und die Re- 
solution wird dann mit de]' in der Synthese folgenden 
Angabe, wie sie zu lösen ist, ganz zusammenfallen. Sehen 
wir dagegen nicht auf die überlieferten Mitteilungen über 
Resultate von zn Ende gefühlten Uatei'Suchungen, sondern 
auf die Anwendung der Methode auf neue Untersuchungen, 
so muss die Resolution eine wichtige Rolle gespielt haben. 
Während der Analyse hat man nämlich beständig prüfen 
müssen, ob die Apagoge weit genug gefuhrt sei um die 
Aufgabe lösen zu können; ausserdem ist aber die Resolu- 
tion ein Mittel gewesen um das zu eri'eiehen, was wir 
bereits (8. 92) als ein Hauptziel für die Behandlung von 
Aufgaben genannt haben, nämlich die urspmngliehe Auf- 
gabe in das Theorem und in das Problem zu zerlegen, durch 
die man sieh versichert, daes die Bedingungen für die 
Existenz der verlangten Figur beziehungsweise notwendig 
und ausreichend sind. Sowohl in dem angeführten Bei- 
spiel wie im allgemeinen ist das, was man durch diese 
Methode erreicht hat, die Bestimmung eines Maximums 
oder eines Minimums. 

Was die Resolution auch liefeni sollte, das ist die 
Zahl der Auflösungen. So ist im vorliegenden Falle zu 
bemerken, dasa es, wenn CZ>* die richtige Grösse erhält, 
gleichgültig ist, ob D auf die eine oder die andere Seite 
von C fällt, ein Umstand, auf den man gleichzeitig mit 
der Entdeckung des Majtimalwei-tes von q hat aufmerksam 
werden können. Indessen legten die Griechen, die sich 
durch die Konstruktion namentlich davon überzeugen 
wollten, dass die F^m- Überhaupt existiei'te, darauf kein 
sonderliches Gewicht. Da in anderen Fällen die Mehi'- 
deutigkeit einer Aufgabe auf der Mehrdeutigkeit derjen^en 
beruht, auf die sie zurückgeführt wii'd, so wird sie, wenn 
sie bei den letzteren unbeachtet geblieben ist, auch nicht 
bei der Analyse der eratcren bemerkt worden sein. Wegen 
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dieser Unterlassung mussten Fälle, bei denen die Mehr- 
deutigkeit den Grieclien von einiger Wichtigkeit zu sein 
schien, zum Gegenstande besonderer Untersuchung gemacht 
werden. 

Die Tiunsformation und Resolution machen die Ana- 
lyse aus, .durch welche die Auflösung gefunden wird. 
Darauf wird die gefundene Lösung in der Synthese 
dargestellt. Diese enthält: 

5) Die Konstruktion {xataay.e,vrj), in der das Ge- 
suchte mit Hülfe der anerkannten Konstruktionsmittel 
zustande gebracht wird. Es ist jedoch keine E«ie davon 
alle Einzelheiten namhaft zu machen, sondern nur davon, 
die von früher her bekannten Konstruktionen anzugeben, 
aus denen die verlangte sich zusammensetzen lässt: in 
unserem Beispiel die Bestimmung von CD durch den 
pythagoreischen Lehrsatz u. e. w. Die Konstruktion wird 
also nur mit einer kleinen Formveränderung eine Wieder- 
holung dessen, was in der Resolution gesagt ist. 

6) D'inuf wh-d der Beweis {/ndÖEiH-) difiir geführt, 
1 l K t kt nk! hd I i^t Fg 
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formation und Resolution, enthalten ist, namentlich me- 
thodische Bedeutimg für das Finden der Auflösung gehabt 
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hat, ist sie nicht notwendig, wenn es nur darauf ankommt 
das Gefundene auf eine unanfechtbare Weise dar- 
zustellen, und das war stete der Hauptzweck bei den 
schriftlichen Mitteilungen der Griechen, Sie wird deshalb 
Bchv oft ausgelassen, so dass die Darstellung nur noch 
aus den Abschnitten besteht, die wir hier mit 1, 2, 5, 6, 7 
bezeichnet haben; dadurch gelangt man zu einer Darstel- 
lungsform, die wir synthetisch nennen würden. Diese 
synthetische Darstellungsfoi'm wird namentlich benutzt 
bei der systematischen Behandlung einer ganzen Theorie, 
deren einzelne Konstruktionen den Verfassern im voraus 
mehr oder weniger bekarmt gewesen oder in weiterem Zu- 
sammenhange gefunden sind, wie in Euklids Elementen 
und in dem grössten Teile von Apolloniua' Lehi'e von 
den Kegelscliuitten. Übrigens erfährt man eigentlich auch 
nicht mehr an den Stellen, wo die Analyse mitgeteilt wird; 
denn erstens lässt sich nach dem Gesagten die Ti'ans- 
formation durch Umkehrung aller Schlüsse des Beweises 
büden, und die Resolution fällt dann mit der Konstruk- 
tion zusammen; und zweitens ist die Analyse, die mit- 
geteilt wird, nur die Analyse der durch den Diorismus 
abgegi'enzten Aufgabe und nicht — wie in unserem ur- 
sprünglichen Beispiele — diejenige, die zur Abgrenzung 
geführt hat. 

Nachdem wir so ausführlich über die Analyse und 
die damit verbundene synthetische Darstellung von Pro- 
blemen gesprochen haben, können wir rascher über die 
Anwendung dieser Methode und der entsprechenden Formen 
auf Theoreme hinweggehen. Die synthetische Dar- 
stellungsform besteht hier zunäehst aus ganz denselben 
Gliedern oder kann jedenfalls daraus bestehen ; nur muss 
man in diesen überall Theoi-em an die Stelle von Problem 
setzen. Die Konstruktion besteht hier nur in der Kon- 
struktion der zum Beweise erforderlichen Hülfslinien, und 
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iehlt, wenn solche nicht nötig sind, und die Konklusion 
schlieast hier mit den Worten «was zu beweisen war«. 
Diese selben Glieder, die, wie man sieht, auch für die 
Theoreme logisch ausreichend sind, findet man destialb, 
sowohl w^ Pi-obleme als was Theoreme betrifft, überall 
bei Euklid. 

Indessen kann auch mit Bezug auf Theoreme von 
einer eigentlich analytischen Methode die Bede sein. 
Diese lässt sieh benutzen, wenn man präfen will, ob ein 
Theorem, das von anderen mitgeteilt ist, oder dessen Auf- 
stellung vielleicht durch En-ateii geschehen ist, richtig ist 
oder nicht. Man beginnt damit, die Richtigkeit des Theo- 
remes, das wir A nennen wollen, vorauszusetaen ; dann 
formt man dieses, ganz wie in der bei den Problemen 
angewandten Äpagoge oder Traneformation durch eine 
Reihe von Schlüssen um, bis man sieht, dass es zu einem 
neuen Resultate K führt, von dem man weiss, daas es 
richtig ist oder falsch. Im ersten Falle ist noch nui- eine 
Möglichkeit dafüi- vorhanden, dass A richtig ist, aber 
keinerlei Gewissheit. K kann aus einer Schlussreihe her- 
vorgegangen sein, in der nur scheinbar Gebrauch von A 
gemacht ist ; auch wenn man moderne algebraische Hülf s- 
mittel benutat, kann das geschehen, z. B. wenn man auf 
beiden Seiten des Gleichheitszeichens ohne es zu merken 
mit einer zusammengeseszten Grösse multipliciert hat, die 
in Wirkhchkeit Null wird. Wenn man aus A das rich- 
tige Resultat K abgeleitet hat, so muss die '. 
von A dadurch geprüft werden, dass man 
die in der Aufgabe durchlaufene Schlussi-eihe zurück ver- 
folgt, so dass also die Richtigkeit von K diejenige von A 
mit sich führt. Ist das der Fall, so hefert diese um- 
gekehrte Schlussi-eihe den Beweis für die Richtigkeit von 
A, und man begnügt sich damit, diesen Beweis in der 



y Google 



104 Die griechische Mathematik: 

oben erwähnten synthetischen Darstellung mitzuteilen mit 
Auslassung der Analyse, die dazu geführt hat. 

In dem Falle, wo das aus der Annahme A abgelei- 
tete Resultat falsch ist, kann man dagegen unmittelbar 
sehliessen, dass auch A falsch ist. Dies, oder, wenn A 
und B zwei Behauptungen sind, von welchen notwendig 
die eine richtig sein muss, die Behauptung, dase B rich- 
tig ist, kann man also als Theorem aufstellen und den 
Beweis dadurch führen, dass die Annahme, B unrichtig 
oder A richtig, zu dem unrichtigen Resultat K fühien 
würde. Ein solcher antithetischer Beweis ist apagogisch, 
also eigentlich analytisch. Da er indessen volle Sicher- 
heit dafür gewährt, dass die Behauptung B richtig ist, so 
wird er vielfach in Schriften gebraucht, in denen die Dar- 
stellung sonst synthetisch ist, häufig z. B. in Euklids 
Elementen. Die antithetische Beweiefonii wurde auch 
von Dinostratus auf die Quadratrix angewandt (S. 77) 
und wird, wie wir sehen werden, immer im Exhaustions- 
be weise benutzt. 

Ein Beispiel dafür, dass ein Theorem nicht aus einer 
Analyse des verauehsweise aufgestellten Theorenies selbst 
oder dessen Umkehrung hervoraugehen braucht, sondern 
aus der Analyse eines damit verbundenen Problem es, 
hatten wir dagegen in dem Theorem, das ausgeschaltet 
wurde, als wir oben versuchten die elliptische Flächen- 
anlegung in zu grosser Allgemeinheit aufzustellen, dass 
nämlich ein Rechteck, das so an eine Strecke angelegt 
wird, dass ein Quadrat fehlt, nicht grösser ist als das 
Quadrat über der halben Strecke. Der synthetische Be- 
weis für den etwas allgemeineren Satz bei Euklid VI, 27 
wird in Übereinstimmung mit jener Analyse (S. 99) geführt. 
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«Eiemente»; analytische Hülfsmittel. 

Ob man die Aimlyse benutzt um die Lösung einer 
Aufgabe oder den Beweis für einen Lehrsatz au finden, 
oder ob man die Synthese benutzt um das gefundene 
dai-zustellen, immer ist die Losung aue Lösungen von 
einfacheren Aufgaben zusammengesetzt und der Beweis 
auf der Richtigkeit von einfacheren Sätzen aufgebaut. 
Es wird also vorausgesetzt, dass man im voraus im Be- 
sitze von solchen ist. Um sieh auf den hier beschriebenen 
Wegen vorwärts zu arbeiten, muss man im voraus eine 
Sammlung einfacherer Lösungen von Aufgaben und ein- 
facherer Lehrsätze haben, die man als Ausgangspunkt 
benutzen kann. Die Werke, welche solche Sammlungen 
enthalten, heissen Elemente. 

Die ersten Elemente, von denen berichtet wird, warben 
von Hippokrates geschrieben; aber leider kennen wir 
nicht dies aus so früher Zeit stammende Werk des erfin- 
dungsreichen und, wie es scheint, von den philosophischen 
Schulen ziemlich unabhängigen Geometers. Die reellen 
und formellen Fortschritte, die mittlerweile in den Schulen 
gemacht wurden, wurden später in neue Elemente auf- 
genommen. Einer von diesen Fortschritten, die Abgren- 
zungen oder Dioriemen, werden dem nächsten Verfasser 
von Elementen, Leon, zugesehrieben, der sie also wohl 
mit in seine Elemente aufnahm. Seine und andere spätere 
Elemente sind verloren gegangen, nachdem diejenigen von 
Euklid die Alieinherrschaft gewonnen hatten, die sie wäh- 
rend mehr als 2000 Jahren überall da behalten sollten, 
wohin die griechische Mathematik vorgedrungen war. 

Mit diesem Hauptwerk wollen wir uns recht ausführ- 
lich beschäftigen. Es wird sich dann auch beim Studium 
dieses Werkes zeigen, wie solide es aus sjTithetisch dar- 
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gestellten Problemen und Theoremen zusammengesetzt i^t, 
und eine wie sichere Grandmauer es abgeben musete für 
die mathematischen Gebäude, die darauf aufgeführt wurden. 
Bei den hierzu führenden weitergehenden Untersuchungen 
konnte sich jedoch neben den dui-ch und durch auf lo- 
gische Sicherheit berechneten Elementen das Bedüifnis 
nach Hülfsmittelti geltend machen, die eine für die ana- 
lytische Arbeit bequemere Form besassen. Beispiele für 
darauf hinzielende Arbeiten lassen sich auch aus der Zeit 
vor und nach EukJ id mad ebenso von ihm selbst anführen. 
80 soll Hermotimus, ein Nachfolger von Eudoxus, 
über geometrische örter gesehrieben haben, vermutlich 
über die sogenannten ebenen Örter, d. h. solche, die dui'ch 
Gerade und Kreis dargestellt werden. Über denselben Gegen- 
stand hat der grosse Geometer Apollonius später zwei 
Bücher geschrieben, über deren Inhalt Referate vorüegen, 
die in der neueren Zeit einen nicht geringen Einäusa auf 
die Bildung der analytischen Geometrie erhalten haben. 
Als ein Hülfsmittel bei der Anwendung der analytischen 
Methode haben wir ferner Euklids Data zu erwähnen. 
Dieses Werk geht, was seinen Inhalt betrifft, nicht über 
die «Elemente» hinaus, sondern teilt deren Inhalt in 
anderer Foi-m mit. Die Sätae desselben gehen nämlich 
sämtlich darauf hinaus, dass, wenn gewisse Grössen oder 
Stücke einer Figur «gegeben» sind, gewisse andere es 
auch sind, d. h. durch die ersten bestimmt sind. Die 
ersten Satze des Buches sagen aus, dass gegebene Grössen 
ein gegebenes Verhältnis, eine gegebene Summe u. s. w. 
haben, ein späterer, dass gegebene Geraden sich in einem 
gegebenen Punkte schneiden; andere stellen die Bedin- 
gungen dafür fest, dass ein Dreieck der Art nach gegeben 
ist, d. h. einem gegebenen ähnlich wird; noch andere 
teilen mit, dass zwei Grössen, deren Summe oder Differenz 
und deren Rechteck gegeben ist, selbst gegeben sind n. s. w. 
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Die Bedeutung dieses Buches als analytisches Hüifs- 
mittel ist einleuchtend. Es kam zunächst in der «Trans- 
formation» darauf an, aus der, eventuell mit Hülfshnieii 
versehenen, Figur solche bekannte Stücke herauszufinden, 
die unbekannte Stücke bestimraen. Weim man dann in 
der «Resolution» Auskunft darüber geben soll, dass man 
wirklich im Besitze des für- die Lösung der Aufgabe Er- 
forderlichen ist, 80 kann das dadurch allein geschehen, 
dass man die Sätae in der Form anführt, in der sie sich 
in den Data finden. 

Die einzelnen Sätze in Euklids Data gewähren uns 
zugleich einen Einblick in einige der specielleren analy- 
tischen Methoden, die man zur Verfügung hatte. So ist 
in den Data nicht nur die Kede davon, welche Stücke 
ein Dreieck bestimmen können, sondern auch davon, 
welche nur seine Gestalt bestimmen. Es liegt nahe hier- 
aus zu schlieasen, dass man nicht nur Angaben dadurch 
löste, dass man in der Figur Dreiecke aufsuchte, mit deren 
vollständiger Konstruktion die Aufgabe beginnen konnte, 
Bondem auch dadurch, dass man solche suchte, deren 
Gestalt allein b^timmt war. Die Konstruktion emes Drei- 
ecks von dieser Gestalt konnte im allgemeinen nur der 
Ausgangspunkt sein für die vorläufige Konstruktion 
einer Figur, die der gesuchten ähnlich war; hinter- 
her würde dann die wirkliche Grösse einer oder der anderen 
Strecke einzuführen sein. In der griechischen Mathematik 
liegen in der That Aufgaben vor, die auf diesem Wege 
gelöst sind. 

Die Zurückführung einer Aufgabe auf die Bestimmung 
zweier Grössen durch ihr Produkt (Rechteck) und ihre 
Summe oder Differenz, also auf die geometrische Lösung 
von Gleichungen zweiten Grades, wird durch die zuletzt 
angeführten Sätze aus den Data als eine brauchbare Me- 
thode hervorgehoben. Sie ist von den griechischen Mathe- 
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matikern vielfach angewandt worden. Wir werden später 
?ehen, dase andere Sätze der Data eine ähnliche Bekannt- 
schaft mit verwickelt«ren Gleichungen verraten, die durch 
Proportionen und geometrische Algebra ausgedi-üekt sind. 



13. Überblick über Euklids Elemente; 
synthetisches Lehrgebäude, 

Euklids Elemente bestehen aus 13 Büchern, zu 
denen man in den meisten Ausgaben eine Arbeit von 
Hypsikles ala 14tes, und eine jüngere und unbedeutendere 
Arbeit als 15tee Buch hinaugefi^t hat. 

Das erste Buch enthält die wichtigsten Sätze über 
Seiten und Winkel in Dreiecken, über Konstruktion von 
diesen, über senkrechte und parallele Geraden, über Pa- 
rallelogramme und über ihren und der Dreiecke Flächen- 
inhalt. Das 2te Buch enthält die bereite benutzte Grund- 
lage für die geometrische Algebra, das 3te die Lehre vom 
Kreise und von Linien und Winkeln im Kreise, auch den 
Potenzsatz. Das 4te Buch handelt von ein- und um- 
beschriebenen Vielecken, darunter namentlich von der 
Konstruktion des regelmässige!! Dreiecks, Vierecks, Fünf- 
ecks, Sechsecks und Fünfzehneeks. 

Euklids persönliche Arbeit an diesen Büchern ist 
wohl besonders dai-auf ausgegangen, diesen bekannten 
Stoff genauer als bisher geschehen darzustellen in "Über- 
einstimmung mit den mittlei-weile gestellten sti-engeren 
formellen Ansprüchen. Eine eigentliche mathematische 
Arbeit kann indessen auch damit verbunden gewesen sein. 
Die Pi-oportionen wurden nämlich, wie wir bereits gesehen 
haben, in der Geometrie angewendet, auch bevor die 
exakte Proportionslehre des Eudoxus entstanden wai'. 
Wenn man dann in vielen Fällen gleichwohl seine Zu- 
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flucht zvl einer Pi-oportionslebre nehmen mnsate, die nur 
auf der Lehre von rationalen Grössen aufgetiaut wai', so 
kam es nicht sonderlich darauf an, ob sie etwas früher 
oder später benutzt wurde. Euklid dagegen kannte Eu- 
doxus' Lehi-e von den Proportionen. Diese war indessen 
zu neu, als dass sie ihren Platz am Anfange des Systemes 
hätte bekommen können, und musate deshalb bis zum 
5ten Buch aufgeschoben werden. Vorher musste also jede, 
offene oder versteckte, Benutzung der Pi'opoi-tionen und 
der Ähnlichkeit absolut vermieden werden. Es liegt z. B. 
nahe anzunehmen, dass es gerade diese Rücksicht wai', 
die Euklid — wie früher berührt — dazu zwang, den 
Beweis für den pythagoreischen Lehrsatz zu erdenken, der 
sich am Schlüsse seines ersten Buches findet. Um es 
verständlich zu machen, dass es überhaupt möghch war 
so weit ohne Pi-oportionen zu gelangen, will ich daran 
erinnern, dass mit Hülfe der geometrischen Algebra die 
Sätze über die Potenz eines Punktes mit Bezug auf einen 
Kreis (Hl, 35—37) bewiesen worden wai-en. Diese Sätze 
werden benutzt um ein gleichschenkeliges Dreieck zu kon- 
struieren, in dem der Winkel an der Spitze halb so gross 
ist wie ein Winkel an der Grundlinie (IV, 10); die Grund- 
linie ist dann Seite eines regelmässigen Fünfecks, das 
denselben um beschriebenen Ki-eis hat wie dieses Dreieck 
(IV, 11). 

Im 5t<!n Buch wird dann die Proportionslehre des 
Eudoxus dargestellt, und im 6ten Buch deren Anwen- 
dungen nicht nur auf die Geometrie, sondern, wie wu- 
sehen werden, auch auf die Erweiterung der geometrischen 
Algebra. Die Konstruktion der mittleren Proportionale 
und die stetige Teilung einer Strecke, die im 2ten Buche 
in einer anderen Form mit Hülfe der geometrischen Alge- 
bra erhalten wai-en, kommen hier wieder vor, aber dies- 
mal mit Hülfe der Pi-oportionen abgeleitet, nämlich in 
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VI, 13 und SO. Wie viele von den einzelnen Sätzen und 
Beweisen in diesen Büchern von Eudoxus heiTÜhren, 
und wie viele früher mit einer weniger entwickelten Lehre 
von den Proportionen verknüpft waren, wisaen wir nicht. 
Euklid gebührt eicher die Ehre dafür, alles zu einem 
syst«iaatiechen Ganzen verarbeitet zu haben. 

In dieses Ganze hat er jedoch nicht die speeielle 
Lehre von rationalen Grössen und den ganzen Zahlen, 
dui-ch deren VerhältnisBe sie ausgedrückt werden, hinein- 
gearbeitet. Diese wii'd im 7ten bis 9ten Buch dargestellt, 
folgt also wohl auf die allgemeine Lehre von den Pro- 
portionen, ist aber nicht auf diese aufgebaut. Die Beweise 
sind wahi-scheinlich dieselben, die man vor Budoxue' 
Zeit benutzt hat, und von denen die Resultate damals 
auch auf irrationale Grössen überti'agen wurden. 

Die irrationalen Grössen selbst werden im lOten Buch 
behandelt. Hier findet sich diejenige Klassifikation von 
ihnen, die Theätet begonnen hatte (vergl. 8. 57), die aber 
von Euklid vollendet woi-den sein soll. Hier und bei 
der Anwendung der Klassifikation auf die Bestimmung 
der Stücke der regulären Polyeder findet sich wohl Eu- 
klids bedeutendste persönliche Arbeit. 

Vor dieser Anwendung ist es jedoch nötig die ele- 
mentare Stereometiie zu entwickeln. Das geschieht im 
Uten Buch. Die Berechnung des Volumens der Pyramide 
verlangt infinitesimale Gi'enzbestimmungen ; diese gewinnt 
man, wenn sie auch foi-mell umgangen werden, durch 
den Exhaustionsbeweis von Eudoxus, der dafür im 
12ten Buch verwandt ivird, nachdem er zuerst zu der 
zweiten in der elementaren Geometrie notwendigen Grenz- 
bestimmung benutzt worden ist: zu dem Beweise dafür, 
dass zwei Kreise sich wie che Quadrate über ihren Durch- 
messern verhalten. Erst im iSten Buch kommt die Be- 
stimmung der Stücke der regulären Polyeder. 
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Wie man sieht sind bis zu einem gewissen Grade 
gleichartige Stofie, wie die Lehre von den irrationalen 
Grössen, und gleichartige Methoden, wie die Anwendungen 
des Exhaustionsbeweises, zusammengestellt. Zum TeU ist 
diese Zusammenstellung jedoch auf Rechnung der früheren 
historischen Entwickelung zu stellen, Euklid kann jeden- 
falls erst in zweiter Linie Rücksieht darauf nehmen. Mit 
Rücksicht auf die in der vorhergehenden Zeit entivickelten 
strengen logischen Principien, zu deren weiterer Verschär- 
fung Euklid durch seine Schrift über Fehlschlüsse 
beigetragen hatte, war die logische Unanfechtbarkeit die 
Hauptsache, Während diese für das einzelne Problem 
oder Theorem, wie wir gesehen haben, durch die synthe- 
tische Darstellung verbuigt ■nuide, kam es darauf au, so- 
wohl innerhalb jedes einzelnen Buches wie im ganzen 
Werke, die einzelnen Piobleme und Theoreme so zu ord- 
nen, dass die Grundlage, auf der, und das Material, aus 
dem jedes neue aufgeführt werden sollte, bereits durch 
die vorhergehenden hergestellt war. Mit Bezug hierauf 
haben wir angeführt, dass nicht einmal der Mittelpunkt 
einer Strecke in einem Beweis benutzt werden durfte, be- 
vor nicht seine Existenz durch Konstraktion bewiesen 
worden war-. 

Eine solche Zusammenfüg nng von Sätzen, in der 
man, wie in einem synthetischen Beweise für einen ein- 
zelnen Satz, von dem Bekannten zu dem Unbekannten 
übergeht, sich also vom Einfachen und Einzelnen zum 
Zusanmaengesetzteren und Allgemeineren erhebt, wollen 
wir ein synthetisches Lehrgebäude nennen — ohne 
dass jedoch aus dem Altertum eine unmittelbare Eerechti- 
gimg für diese Bezeichnung vorliegt. In einem solchen 
Lehrgebäude ist der Ausgangspunkt und der i 
besonderer Bedeutung. 
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Was den Ausgangspunkt betrifft, so ist es klar, dass 
den Problemen, deren Lösungen aus solchen zusammen- 
gesetzt sind, die durch friihere Probleme gegeben wurden, 
und den Theoremen, deren Beweise auf frühere Theoreme 
und Probleme aufgebaut sind, gewisse erste Konstruktionen 
vorangehen müssen, deren Ausführung ohne weiteres als 
bekannt betrachtet wird, und gewisse erste Behauptungen, 
deren Riclitigkeifc als unmittelbar einleuchtend angesehen 
wird. Die ersteren heissen bei Euklid Postulate oder 
Forderungen (aiT^/taTo), die letzteren allgemeine An- 
nahmen {>fOival Syvoiai); statt des letzteren Wortes wird 
jedoch gewöhnlich das bei anderen, namentlich philoso- 
phischen Schriftateliern vorkommende Axiome {diicöfiara) 
genommen. Vor diesen beiden Arten von Voraussetzungen 
müssen die Begrifie aufgestellt werden, von denen diese 
Voraussetzungen gelten. Das geschieht in den Defini- 
tionen (Sqoi). Mit den Begriffen und Voraussetzungen, 
die in dieser Weise von Buklid aufgestellt werden, wollen 
wir uns demnächst beschäftigen. Dadurch lernen wir 
denn auch die Ansprüche kennen, die die Alten im ganzen 
an ihre Vorraussetzungen stellten. 

Ausser den Voraussetzungen zieht bei einem synthe- 
tischen Lehrgebäude auch der Schiuss eine gewisse Auf- 
merksamkeit auf sich, da es bei der ganzen Anordnung 
den Anschein erhält, als ob alles Vorhergehende als Grund- 
lage für diesen Schiuss mitgenommen ist. Wie bereits 
erwähnt schlieasen Euklids Elemente mit der Bestimmmig 
der Stücke der regulären Polyeder und der daraus fol- 
genden Konstruktion der Polyeder. Dies ist ganz gewiss 
nicht Euklids einziges Ziel gewesen, denn im Verlauf 
seiner Arbeit nimmt er vieles mit, was weder direkt noch 
indirekt für diese Bestimmung benutzt wird; er hat also 
eine allgemeine Grundlage für iveitei^ehende mathema- 
tische Untersuchungen hergestellt und sicherlich auch 
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herstellen wollen. Die grosse Bedeutung, die dec Kon- 
straktion der regulären Polj'eder als Schlussstein seiner 
Arbeit zukommt, ist jedoch die Veranlassung gewesen, 
dass Arbeiten anderer Schi-iftateller über diese Polyeder 
bereits in sehr alte Ausgaben des Euklid als 14tes und 
lÖtes Buch aufgenommen sind. 

In bestimmterer Weise geht tüe Behandlung im er- 
sten Buche, für sich allein genommen, darauf aus, gerade 
das mitzubekommen, was logisch notwendig ist, um die 
erforderliche Grundlage füi' die im nächsten Buche en(^ 
wickelte geometrische Algebra zu erreichen. Diese wird 
der Schluaestein des ersten Buches, nämlich der Satz vom 
Gnomou, I, 43, und der pythagoreische Lehrsatz, I, 47. 
Auch hier wird jedoch ein vorläufiges Ziel mitgenommen, 
das mitten im Buche in Verbindung mit der für- das 
Hauptziel notwendigen Parallelen theorie erreicht wird, 
nämlich der Satz (32) über die Winkelsumme eines Drei- 
ecks. Im übi-^en enthält das Buch Sätze über die Lage 
gerader Linien gegen einander, über senkrechte und pa- 
rallele Geraden mit zugehörigen Konsti'uktioneß, über 
Kongruenz und Konstraktion von Dreiecken, und über 
die Abhängigkeit zwischen Gleichheit und Ungleichheit 
von Seiten und Winkeln in einer Vermengung, die nur 
wenig übersichtlich ist, die aber eine Folge ist von der 
logisch wohl gesicherten Methode, nach der die Satze all- 
mählich auf einander aufgebaut sind. Beispielsweise wollen 
wir anführen, dass die Sätze über Kongruenz der Dreiecke 
sich in 4, 8 und 26 finden, und dass Euklid keine Ver- 
anlassung nimmt die Kongruenz von Dreiecken zu unter- 
suchen, die in einem Winkel, einer anliegenden und einer 
gegenüberliegenden Seite übereinstimmen. Für Sätze hier- 
über hat er nämlich keine Verwendung; dagegen behandelt 
er im ötcn Buche, wo er Sätze über die Ähnlichkeit der 
Dreiecke zusammenstellt, auch den hierher gehörigen 
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Fall, Am Sehluese des Buches sinci die Sätee über Blä- 
chengleichheit mehr zusammengerückt. 

Da Wir hier ien BeKnff "lynthetisches Lehigel ulc auf 
gestellt haben so n ollen wir des GeKensataes wegen — und da 
wir auch ahgesehen von der Anwendung auf die Schriften der 
AHen wünschen zu voller Klarheit ubei 1 e Begriffe Analyse nud 
Synthese zu gelangen ^ berühren was wir unter einem analyti 
sehen Lehigebiude \erstehen wirden Wahrend man sich in 
dem synthetischen Lehrgebäude erst allmHhhch zu der Betrachtung 
von zusan mengesetzteren und allgememeren Verb^iltnissen erhebt 
nimmt man im analytischen Lehigebaade ein allgemeines 
Pnncip dasa gerade duich seine Allgemeinheit eine gewisse Ein. 
fachheit besitzen kann zum Ausgangspunkt u id entwickelt von 
diesem aus die Verbaltmsse die in de i verschiedenen einzelnen 
Fällen zui Geltung gelangen müssen Eine Beliandlung der Geo 
metne bei dei man mit der geraden Linie und dem Kieise anfängt 
und sich demnächst durch he Kegelschnitte zu Kuneti hobeien 
Giades erhebt, ist ihrer ganzen Anlige nach synthetisch selbst 
wenn die Emaelheiten analytisch behandelt werden eine Behand 
lung aber bei der man sofott die Eigenschaften allgemeiner Kurvea 
untersucht und daraus im besonderen Satze über die beiade odei 
die Kegelschnitte ableitet ist ihrer Anlage nich analytisch Em 
aasgepilgtes Beispiel für eine analytische Behandlungs weise besitzen 
WH in der analytischen Mechanik von Lagrange in der alles ans 
dem Prmcp le vntuellen Geschwindigkeiten abgeleitet wirl Wäre 
dies Princ p selbst nu als eine Hypothesp aufgefasst die durch 
ihre Annenh gen oder konsep-e zen hewiesei weiden sollte so 
wuide das Vetfahren ganz übereinstimmen mit dei beieita erwähnten 
Anwenduig der analytischen Methode auf einzelne Satze Ist das 
Pnncip dagegen wie bei Lagrange im voiaus sichei gestellt so 
ist das angewandle Verfahien dennoch wesentlich dasselbe und 
wenn man es analytisch nennt, so stimmt das immer noch za der 
früher gebrauchten Anwendung dieses Wortes Im ubngen wud 
in der Regel durch ein synthetisches Fortschieiten vom bpecielleren 
zum Allgemeineren ier allf,emeine Gesichtspunkt geu nnen weiden 
der der Ausgangspunkt für ein analytisches Lehigebaude ist 
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14. Euklids geometrische Voraussetzungen. 

Die Voraussetzungen, auf denen Euklid die Geometrie 
muss man in den Definitionen, Postulaten und 
Axiomen suchen, die an der Spitze seiner vei-sehiedenen 
Bücher stehen. Besonderes Interesse haben diejenigen, 
die zum ersten Buche gehören, da sie und die nach und 
nach darauf aufgebauten Resultate auch den folgenden 
zu Grunde liegen. Bei diesen wollen wk deshalb hier 
namentlich verweilen, sie jedoch sofort durch einige der 
in andere Bücher eingeführten neuen Voraussetzungen er- 
gänzen. Diejenigen, die in Verbindung mit besonderen 
Theorien, wie mit der Lehre von den Proportionen, stehen, 
wollen wir jedoch erst in Verbindung mit diesen Theo- 
rien besprechen. 

Bei dem ersten Durchlesen von Euklids Definitionen, 
Postulaten und Axiomen wird man gewiss finden, dass 
sie keineswegs auf gleicher Höhe mit den formellen und 
logischen Ansprüchen stehen, die die Alten nach unserer 
Aussage erhoben haben. Beispielsweise wird man sehen, 
dass verschiedene von den Definitionen gar nichts von 
dem sagen, was definiert werden soll, und keine Sicher- 
heit dafür gewähren, dass wirklieh etwas existiert, was 
den Definitionen entspricht. Die Definition der geraden 
Linie sagt nichts mehr, als wenn man gesagt hätte: es 
giebt eine gewisse Art von Linien, die gerade heissen. 
Was es für Linien sind — also die Eigenschaften der 
Linien, die man in unseren Tagen für die Definition be- 
nutzen würde — das wird erst in den Postulaten aus- 
gesagt, die also sagen: wir wollen davon ausgehen, dass 
die gerade Linie die und die Eigenschaften hat. Auch 
die Postulate und Axiome sind zum Teil mit einer Kürze 
ausgedrückt, die sie rätselhaft ei-scheinen lassen kann 
und einen starken Gegensatz zu der vorsichtigen Ausführ- 
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liebkeit bildet, mit der alles in den eigentlicben mathe- 
matischen Sätzen und ibi'en Beweisen behandelt wii-d. 

Die Sache ist die, dass in die Definitionen, Postulate 
und Axiome allea das verwiesen wird, zu dessen Voraus- 
setzung im Lehi^ebäude der Mathematiker berechtigt 
sein will, ohne weder eine Erklämng oder Beschreibung 
vom «wie», oder eine Begrändung vom «weshalb» zu 
geben. Es ist seine Sache im voraus ein genaues Ver- 
zeichnis von dem zu geben, was er voraussetzen will, 
und dieses muss so deutlich sein, dass es, sobald er es 
benutzen soll, klare Auskunft giebt, so dass es dann 
klar wird, dass er weder mehr noch weniger gebraucht 
als das, wozu er sich das Recht ausbedungen hat; die 
Abstraktionen aber, die dazu geführt haben die Begriffe 
aufzustellen und ihnen in Postulaten und Axiomen gerade 
di^e bestimmten Eigenschaften beizulegen, ja selbst ein 
vorläufiger Nachweis darüber, dass er wirklich die Forde- 
rung erfüllt habe, ihnen weder zu viele noch zu wenige 
Eigenschaften beizulegen, gehen ihn nichts an. Er ist 
als Mathematiker nur verantwortlieh dafür, dass derjenige, 
der ihm alle diese Dinge einräumt, hinterher durch 
seine sicheren Schlüsse gezwungen werden muss alles das 
einzuräumen, was er daraus ableitet. Dabei muss es sich 
praktisch zeigen, dass er eine hinreichende Anzahl von 
Voraussetzungen gemacht hat. Dass er nicht zu viele 
gemacht hat, lässt sich wohl kaum so unmittelbar nach- 
weisen; aber wenn er es gethan hätte, so würde er sich 
dem aussetzen, dass andere ihm nachweisen könnten, dass 
er es gethan hätte, nämlich dadurch, dass einige von den 
Voraussetzungen in Widerstreit mit einander wäi'en 
oder aus einander abgeleitet werden könnten. 

Wenn man die von den Alten, namentlich von Eu- 
klid, ausdrücklich aufgestellten geometrischen Voraus- 
setzungen lichtig würdigen will, so muss man mehr dar- 
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auf sehen, welches dieee Voraussetzungen sind, als darauf, 
dass Angaben darüber fehlen, woher sie stammen, oder 
aitf die Form, unter der sie auftreten. Dann wird sich 
zeigen, dass es dieselben sind wie diejenigen, auf denen 
wir noch heutigen Tages die Geometrie aiifiühren, und 
dasB sie, mit einer Sicherheit und Vollständigkeit vollführt 
werden, die dauernd auch denen zLun Muster dienen 
muss, die Veranlassung zu einzelnen Ergänzungen oder 
Modifikationen finden könnten. Um sie ganz zu verstehen, 
müssen wir jedoch dann und wann auch die, wenigstens 
für eine moderne Auflassung, mangelhaften Formen be- 
rühren, in denen mehrere von ihnen auftreten. 

Wir wollen damit beginnen diejenigen Deüoitionen. 
hervorzuziehen, die uns Veranlassung zu einigen Bemer- 
kungen geben können. Der Punkt wird durch seine 
Unteilbarkeit definiert (I, Def. 1.). Von da aus geht es 
weiter zu der Linie als Länge ohne Breite (I, 2), zu der 
Fläche mit Länge und Breite (I, ö) und im Uten Buche 
zum Korpei mit Länge, Breite und Dicke (SI, 1). Diese 
Dehnitioneu geben keine Aufklärang darüber, wie man 
KU den Begiiilen Punkt, Linie, Fläche und Körper gelangen 
soll, nennen also als eine Voraussetzung, auf der man 
bauen toll, dass man bereits im Besitze dieser Begriffe 
iit und \eisteht, was es heissen soll, dass der Punkt 
Dimensionen hat, die Linie 1 u. s. w. ; hierin liegt wieder, 
dass eine Linie als ein geometrischer Ort füi' Punkte, 
Fiai he und Körper als solche für Linien und Flächen 
aufgefasht werden. Um wirklich in den Besitz der Be- 
giiffe zu gelangen, wird man in der Regel nicht diesen 
31 ntheti sehen Weg von Punkt zu Linie, Fläche und Körper 
gehen, sondern den umgekehrten analytischen, indem 
man also \om Körper als etwas unmittelbai' gegebenem 
ausgeht, die Fläche als eine Grenze für den Körper be- 
tiachtet u ^ w. Dass dieser Weg zn den . 
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gelangen den Alten nicht unbekannt war, sieht man aus 
einer anderen Reihe von Definitionen, nämlich XI, '2, 
I, 6 imd I, 3, die indessen bei Euklid nicht neue Defi- 
nitionen von Fläche, Linie und Punkt sind, sondern nur 
Angaben darüber, wie Körper, Fläche und Linie begrenzt 
werden. 

Dass mau nicht in den Definitionen, sondern erat in 
den Postulaten in Verbindung mit einem der Axiome 
Aufklärung daräher suchen muss, was eine gerade Linie 
ist, habe ich bereite berährt. Auch die Existenz der 
Kreislinie wird erst sichergestellt in den Postulaten, 
wogegen ihre Definition (I, 15) eher zu viel als zu wenig 
zu sagen scheint. Diese berichtet nämlich nicht nm', d^s 
alle Punkte der Ki-eisHnie dieselbe Entfernung vom Cen- 
tram haben sollen, sondern giebt zugleich an, dass der 
Ki-eis selbst eine Figur ist, also ein durch die Ki-eislinie 
abgegrenzter Teil der Ebene, und dass das Centrum inner- 
halb dieser Linie liegt. Wenn nicht gesagt ist, dass die 
Kreislinie alle Punkte von der zueist angeführten Eigen- 
schaft enthalten soll, so ivird die erste der angeführten 
Angaben immerhin kein überflüssiges Untcracheidungsmerk- 
mal zwischen der ganzen Kreislinie und dem Kreisbogen. 
Dadui'ch kann sie ihren Platz zwischen den Definitionen 
behaupten. Im übrigen werden wii- sehen, dass diese 
Angaben, wenn sie ihren Platz nicht hier erhalten hätten, 
in einer oder der anderen Form unter die Postuiate auf- 
genommen werden müssten. 

Die Definition eines Durchmessers im Kreise (I, 17) 
enthält dagegen einen Zusats, der sicher überflüssig ist, 
nicht nur für die Definition, sondern überhaupt unter den 
Voraussetzungen. Es wird nämlich nicht nur gesagt, dass 
der Durchmesser durchs Centrum geht, sondern auch, 
dass er den Kreis halbiert. Dies letztere ist ein Sata, 
der sich durch die Kongruenz der beiden Teile, in die 
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der Kreis geteilt wird, beweise« lässt. Vielleicht hat ein 
späterer Herausgeber ihn in die DefUiition hineingeschoben, 
weil er aieli in der That in keinem Lehrsatz bei Euklid 
findet. 

Euklids Definition eines Winkels ist an sich bei- 
nahe ebenso leer wie die Definition der geraden Linie. 
Dem wird jedoch abgeholfen durch die Axiome, in denen 
allgemeine Kennzeichen dafür aufgestellt werden, ob eine 
geometrische Grösse grösser, gleich, oder kleiner ist als 
eine andere derselben Art. Diese Kennzeichen lassen sich 
nämlich auch auf Winkel anwenden, und da es sich zu- 
gleich zeigt, dass Winkel addiert werden können, so er- 
halten sie dadurch wohl definierte Grössen (vergl. im 
Folgenden S. 127). Im übrigen sei bemerkt, dass die 
ursprüngliche Definition des Winkels auch anwendbar ist 
auf Winkel zwischen krummen Linien. Benutzt wird 
dieser Begriff in III, 16, wo gezeigt wird, dass die Senk- 
rechte auf dem Dui'chmesser in einem Punkte der Kreis- 
peripherie einen kleineren Winkel mit dem Ki-eise bildet 
oder ihm näher kommt als jede andere gerade Linie. 

Die Postulate, die Euklid im erst«» Buche auf- 
steht, sind nach der neuesten und zuverlässigsten Test- 
revision ^ folgende: 

1. Eine gerade Linie von einem Punkte bis zu einem 
anderen zu ziehen. 

2. Eine begrenzte gerade Linie unbegrenzt zu ver- 
längern. 

3. Einen Kreis mit gegebenem Mittelpunkt und ge- 
gebenem Radius zu beschreiben. 

4. Alle rechten "Winkel sind unter sich gleich. 



s Elementa; edidit et latine in lerpre latus est 
Lipsiae 1883—88, 8". 
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5. Wenn eine gerade Linie, die zwei andere gerade 
Linien schneidet, anf dereelben Seite innere "Winliel bildet, 
kleiner als zwei Rechte sind, so werden 
ten beiden Linien bei der Verlängerung bis 
ins Unendliche eich auf der Seite sehneiden, wo die Winkel- 
Bumme kleiner als zwei Rechte ist. 

Die Konstruktionen, aus denen sich alle übr^en nach 
diesen Postulat^n sollen zusammensetzen lassen, sind die- 
jenigen, die praktisch durch Zu'kel und Lineal ausgeführt 
werden. Lidessen würde es irreführend sein, nur dies 
einseitig festhalten zu wollen. Das zeigt sich unter ande- 
rem dadurch, dass dann kein rechter Platz mehr bleiben 
würde fiü- die beiden letzten Postulate, weshalb denn auch 
bei-eitB sehr frähe Herausgeber sich haben verleiten lassen 
diese unter die Axiome zu versetzen. 

Wie man sieht, werden Lineal und Zu-kel gar nicht 
genannt. Durch ihre Benutzung würde man ja auch nur 
ein unvollständiges Bild von der mathematischen geraden 
Linie und dem mathematischen Kreise geben. Selbst die 
drei ersten Postulaten geben, wie wir bereits über Euklids 
Voraussetaungen überhaupt gesagt haben, gar keine Äuf- 
klärang dai'über, von wo aus oder durch welche Mittel 
man das zustande bringt, was man vorausgesetzt haben 
will. In Übereinstimmung damit, dass die. Probleme der 
Alten im wesentlichen Sätze über (he Existenz, und ihre 
Lösungen Beweise füi- die Existenz des Behandelten oder 
Gesuchten sind, sind die Postulate Behauptungen über 
dessen Existenz, deren Anerkennung ohne Beweis oder 
Nachweis verlangt wird. Die Behauptungen, die in den 
drei ersten Postulaten enthalten sind, wollen dann nur 
sagen, dass es eine gerade Linie durch zwei behebige ge- 
gebene Punkte giebt, dass diese ohne Grenze verlängert 
werden kann, find dass es einen Kreis giebt mit einem 
beliebigen gegebenen Mittelpunkt und einem beüebigen 
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gegebenen, von diesem ausgehenden Radius, oder mit 
anderen Woi-ten einen Kreie, der einen gegebenen Mittel- 
punkt hat und durch einen gegebenen Punkt geht. Dass 
das dritte Postulat wirklich so zu verstehen ist und nicht 
etwa verlangt, dass die Existenz eines Kreises mit gegebe- 
nem Mittelpunkt und einem an einer Stelle der Ebene 
gegebenen Radius ohne Beweis eingeräumt werde, einlebt 
eich sofoi-t daraus, dass Euklid im 2ten Satze zeigt, dass 
die Bestimmung eines solchen Kreises mit Hülfe der im 
ersten Satze mitgeteilten Konstruktion eines gleichseitigen 
Dreiecks s^ich aus den postulierten Konsti'uktionen zu- 
sammensetzen lässt. Da dies sich wirklieh thnn lasst, 
so hat Euklid durch die angeführte Einschränkung des 
3ten Postulates nur die bereits genannte Pflicht erfüllt 
nicht zuviel vorauszusetzen. Wäre dagegen nur die 
Bede von der praktischen Ausführung mittels des Zirkels, 
so wäi-e die Lage des gegebenen Radius gleicl^ültig ge- 
wesen, und man darf wohl sagen, dass der im 2ten Satze 
angegebene Weg nicht füi- die praktische Ausführung von 
Zeichnungen bestimmt gewesen ist. 

Bei dieser Auffassung von der Bedeutung der Postu- 
late ist es offenbar, dass es nicht genügt, die Existenz 
der auf die einfachst« Weise bestimmten geraden Linien 
und Ki-eise zu postuUeren. Die geometrischen Konstruk- 
tionen werden dadurch ausgeführt, dass man mittels des 
Dui'chschnittes verschiedener Linien Punkte bestimmt, die 
wieder zur Bestimmung von neuen Linien benutzt werden 
können. Dann mues die Existenz der Schnittpunkte eben- 
sowohl wie diejenige der Linien postuliert werden, denn 
sie kann unmöglich eine Folge dieser letzteren sein. Im 
5ten Postulat Tfird es deshalb ausdrücklich als eine neue 
Voraussetzung aufgestellt, dass zwei gerade Linien sich 
sehneiden, wobei jedoch die Einschränkung gemacht wer- 
den muss, die notwendig ist, damit die Behauptung wirk- 
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lieh H'ahr werden kann, eine Einschränkung, die hier 
ganz dieselbe Rolle spielt, wie der Diorismus zu einem 
Problem. Wenn nicht die Existenz des Schnittpunktes 
im 5ten Postulat verlangt worden wäre, so würden die 
Ijösungen der Probleme, bei denen Schnittpunkte zwischen 
geraden Linien benutat werden, im Allgemeinen durehaus 
nicht diejenigen Beweise für die Existenz der konsti'uier- 
ten Figuren geben, die die wesentliche Ausbeute der Kon- 
struktionen sein sollten. 

Ist diese Betrachtung richtig, so nird man Postulate 
vermissen, die auf älmliche Weise die Existenz von Schnitt- 
punkten zwischen der geraden Linie und dem Kreise oder 
zwischen zwei Kreisen anerkennen. Allerdings muss die 
■vollständige Abgrenzung der FäUe, in denen das Durch- 
schneiden wirklich st-attfindet, bereits die Entwickelung 
von mehreren Sätzen verlangen, und vielleicht hat der 
Umstand, dass Euklid deshalb nicht sofort diese Ab- 
grenzmig in voller Allgemeinheit geben kann, ihn abgehalten 
die hierzu dienenden Forderangssätze aufzustellen. Um 
überhaupt den Kreis bei Konsti'uktionen benutzen zu kön- 
nen, sind jedoch wenigstens einige Voraussetzungen über 
sein Schneiden mit der geraden Linie und mit anderen 
Kreisen notwendig. Welche Euklid benutzt, das muss 
man in den Anwendungen suchen, die er maoht. 

Da sieht man denn in Satz I, 12, dass er um sicher 
zu sein, dass ein Kreis mit gegebenem Mittelpunkt eine 
gewisse gerade Linie schneidet, diesen Ki-eis durch einen 
Punkt gehen lässt, der auf der dem Mittelpunkt entgegen- 
gesetzten Seite der Geraden liegt, und dass er es in Satz 1 
als einleuchtend betrachtet, dass zwei Kreise, jeder mit 
dem Mittelpunkt auf der Peripherie des anderen, sich in 
zwei Punkten schneiden, und in Satz 22, dass auch ein 
Kreis, der sowohl durch einen Punkt innerhalb als durch 
einen Punkt ausserhalb der Peripherie eines anderen Kreises 
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geht, diesen anderen Kreis schneidet. Dass er sich auf 
diese Voraussetzungen stützt, geht aus den betreffenden 
Stellen heiTOr, und an andei-en Stellen wird nichts über das 
Durchschneiden zwischen Kreis und gerader Linie oder Kreis 
vorausgesetzt, bevor das dazu erforderliche bewiesen ist. 

Enthalten die von Euklid ausdrücklich aufgestellten 
Voraussetzungen denn gar nichts über diese faktischen 
Voraussetzungen, deren Euklid sich an den angefühlten 
Stellen, namenthch in Satz 12, vollkommen bewusst ist? 
Die Postulate thun es jedenfalls nicht, aber, wie wir ge- 
sehen haben, sind die Unterschiede zwischen Postulaten 
und Definitionen nicht so ausgeprägt, dass man allein 
zwischen den ersten zu suchen braucht. Dann ist es 
klar, dass Euklid die Berechtigung zur Benutzung dieser 
Voraussetzungen darin suchen kann, dass er in den De- 
finitionen gesagt hat, ein Kreis sei eine Figur, die den 
Mittelpunkt enthält, woraus dann folgen muss, dass eine 
Kreislinie eine hinreichend verlängerte gerade Linie in 
zwei Punkten schneiden muss, wenn sie ihren Mittelpunkt 
auf der einen Seite von dieser Linie hat und durch einen 
Punkt auf der anderen Seite geht, und ebenso eine andere 
Kreislinie, wenn sie einen ausserhalb liegenden Punkt mit 
einem inneren verbindet. Im übrigen sei bemerkt, dass 
man auf ähnliche Welse in gewissen Fällen das Dui'ch- 
Bchneiden gerader Linien ohne Benutzung des 5ten Postu- 
lates beweisen kann, wenn man beräcksiehtigt, dass die 
Umfange von Polygonen auch Flächen abgrenzen, die keine 
unendliche Ausdehnung haben. Davon macht Euklid in 
I, 21 Gebra«ch. 

Noch fehlt uns eine Erklänang dafüi', wie die Be- 
hauptung, dass alle rechten Winkel gleich gross sind, iiiren 
Platz unter den Postulaten erhalten kann. Aus den Axiomen 
geht heiTOr, dass alle Winkel gleich gross sind, wenn sie 
kongruent sind, sonst nicht, und die Behauptung ist also 
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gfniu die'-dl e wie die andeie d-is"^ nlle itchtLii ^^iiikrl 
konginent sind Di ein rethtei Winkel in Det 10) ili 
solchei defmiert ^iid dei semem Neheimmkel gleich ist 
f-o lauft daB Postulat daiaiaf hmans diSb der l\mkel 
den Uli jetzt einen gestreckten nennen eine be-^timmte 
Grosse hit oder di&a die Verlanget ung einei gegebenen 
geraden Linie über den einen Endpunkt himng eindeutm; 
bestimmt ist. Eine volle Bestätigung dafür, dass dies ge- 
meint ist, erhält man, wenn man sieht, dass das Postulat 
gerade auf diese Weise faktisch angewandt wird; das ge- 
schieht im Beweise für den Sata I, 14. 

Das 4te Postulat wird also ein Zusatz zum 2ten, dass 
nämlich die in diesem enthaltene Bestimmung der Ver- 
längerung einer geraden Linie eindeutig ist, und es hat 
wohl zunächst deswegen seinen Platz unter den Postulaten 
und nicht unter den Axiomen erhalten. Das Postulat 
wuide nicht vermisst werden von einem modernen Leser, 
der gewohnt ist, dass auf die Anzahl der Losungen Rück- 
sicht genommen wird, imd sich deshalb zunächst denken 
wüi'de, dass die Eindeutigkeit bereits im 2ten Postulat 
mit unterverstanden ist. Wenn es nun doch einmal da- 
steht, so vermiest man ein anderes Postulat, welches aus- 
drückt, dass auch die in dem ersten Postulat gegebene 
Eestinimung einer geraden Linie eindeutig ist. Von dieser 
Eindeutigkeit macht Euklid ausdrücklich Gebrauch in 
Satz I, 4, wo er in seiner Beweisführung das Argument 
gebraucht, dass «zwei gerade Linien keinen Flächenraum 
einschliessen können » ; aber diese Behauptung, die durch- 
aus zusammeniäUt mit derjen^en, dass das erste Postulat 
eindeutig ist, findet sich nicht unter den aufgestellten 
VorauBsetÄUngen. Hier liegt unzweifelhaft eine Likonse- 
quenz vor. Auf diese ist man schon im Altertum auf- 
merksam geworden und sie hat die Herausgeber veranlasst, 
die in I, 4 ausdrücklich benutzte Voraussetzung i 
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— und wahrscheinlich am frühesten — unter die Postu- 
lat« aulaunehmen, wohin sie mit demselben Recht gehört 
wie das Postulat I, 4, oder unter die Axiome. Dieses 
neue Postulat drückt zugleich aus, dass die Bestimmung 
eines Punktes mittels des 5ten Postulates als Schnittpunkt 
zwischen zwei Geraden eindeutig ist. 

Die Eindeutigkeit des 3ten Postulates über die Be- 
stimmuiig eines Kreises durch Mittelpunkt und Radius 
braucht man dagegen nicht vorauszusetzen. Man kann 
hier nämlich wieder davon Gebrauch machen, dass der 
Ki-eis bereits in den Definitionen vollständiger bestimmt 
ist als die gerade Linie. Dadurch ist Euklid imstande 
m den Sätzen III, 5 und 6 zu beweisen, dass koncentiische 
Kreise sich nicht schneiden oder berühren können, dass 
also der vollständige geometrische Ort für- die Punkte, 
die denselben Abstand von einem gegebenen Punkte haben 
wie ein anderer Punkt, nur aus einer geschlossenen Kurve 
besteht, mit anderen Woi-ten, dass das 3te Postulat nur 
einen Kreis giebt. 

Euklids Istes, 2tes, 4tes und 5tes Postulat, ergänzt 
durch die in Satz I, 4 benutzte Voraussetzung, dass das 
erste Postulat eine eindeutige Bestimmung geben soU, und, 
wie wir sehen werden, durch eine im 7ten Axiome ent- 
haltene Voraussetzung, drücken alle Eigenschaften einer 
geraden Linie aus, welche ihiei Vtiwendung in dei Gei 
raetrie zu Grunde liegen. Un\eimeikt ]! wie ivn lehen 
werden, ohne es selbst gewahr woiden zu sem hit Eu 
klid damit indes gleichzeitig die Giundeigenechaften dei 
Ebene aufgestellt erhalten. Die ausdiucklich aulgeitellte 
Definition der Ebene (I, 7) ist an sieh eben'' 3 nichtssigend 
wie diejenige der geraden Linie Die Ebene wiid noch 
in den Definitionen I, 8 und 15 geninnt no ausgespro 
eben wird, dass die Schenke! eines Winkels in dei--elben 
Ebene liegen müssen, und diss dei Kieis eine elene 
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Figuy ist. Von grösserer Bedeutung ist es, dass in den 
aufgestellten Postulaten stiÜBchweigend vorausgesetzt wird, 
dass die verschiedenen Bestimnaungen innerhalb einei' und 
derselben Ebene stattfinden. Ohne dieses wüi'de das 5te 
Postulat geradezu sinnlos sein. Die Eigenschaft, die nament- 
lich durch das erste und zweite Axiom einer Ebene bei- 
gelegt ivird, wird nun die, daas sie jede geraile Linie, die 
durch zwei ihrer Punkte geht, nebst ihren Verlängerungen 
bis ins Unendliche ganz enthält. Hätte Euklid selbst 
dies ausdrücklich festgestellt, so hätte er darin eine wirk- 
hche Giiindlage erhalten können für die drei ersten Sätze 
des Uten Buches, die aussagen, dass eine gerade Linie, 
die teilweise in einer Ebene liegt, nicht aus dieser heraus- 
gehen kann, dass zwei gerade Linien, die sich achneiden, 
in einer Ebene liegen (und sie bestimmen), und dass die 
Dui-chschnittslinie zweier Ebenen gerade ist. Nun stellt 
er einige andere Beweise auf, von denen der für XI, 1 
die Richtigkeit von XI, 2 voraussetzen muse, der um- 
gekehrt wieder auf XI, 1 aufgebaut ist. In logischer Be- 
ziehung, sowohl prineipiell wie formell, steht Euklids 
Behandlung der Stereometrie im ganzen hinter seiner 
ebenen Geometrie zurück, wofür wir ein noch wichtigeres 
Beispiel bei der Besprechung seiner Axiome sehen werden. 
Indessen wird sich zeigen, dass die griechischen Mathe- 
matiker trotz dieses Mangels die stereometrisehen Sätze 
und Operationen dennoch in emem recht bedeutenden 
umfange kannten. 

Während wir bei Definitionen imd Postulaten, 
um genaue Auskunft über die Voraussetzungen zu erhal- 
ten, die sie ausdrücken sollen, zirm Teil unsere Zuflucht 
zu den Anwendungen haben nehmen müssen, die Euklid 
in seinen Sätzen faktisch von ihnen gemacht hat, so geben 
diejenigen Axiome des ersten Buches, deren Ächtheit für 
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weifelhaft angesehen wird und mit denen wir uns 
) ausschliesslich beschäftigen wollen, nämlich 1 — 3 
und 7 — 8^, eine ebenso kurze wie klare Äuskunit über 
die Grandlage für die Anwendung der B^rifie Gleichheit 
und Ungleichheit auf Grössen im allgemeinen, und auf 
geometrische Grössen im besonderen. Der erste Beitrag 
zum Begriffe Gleichheit wird im Axiom i gegeben : Grössen, 
die einer und derselben Grösse gleich sind, sind unier 
eich gleich.. Der Umstand, dass das Woi-t sgleich» in 
der Erklärung des Begriffes Gleichheit vorkommt, macht 
diese Erklärung nicht wertlos, was unter anderem daraus 
ei-sichtiich ist, dass man nicht in der im Axiome ent- 
haltenen Erkläi-ung «ungieiehs an die Stelle von «gleich» 
setzen kann. Sie ist indessen nicht ausreichend um einen 
anwendbaren Grössenbegi-iff geben zu können. Es muss 
hinzugenommen werden, dass eine Grösse nicht verändert 
wird durch Teilung und eine darauf folgende Zusammen- 
setzung aus allen Teilen, Dies ist in den Axiomen 2 
und 3 enthalten, die aussagen, dass Gleiches, um Glei- 
ches vermehrt oder vermindert, Gleiches giebt. Ferner 
muss, wenn man auch die Ungleichheit berücksichtigen 
will, hinzugenommen werden, dass man etwas Kleineres 
erhält, wenn man nicht alle Teile mitnimmt; das wird 
im Axiom 8 ausgesagt: das Ganze ist grösser als ein 
Teil. Hierdurch ist auch eine Erkläi-ung von Addition 
und Subtraktion allgemeiner Grössen gegeben, und zu- 
gleich ist darin enthalten, dass die Reihenfolge der Sum- 
manden gleichgültig ist, "Wenn der Grössenbegriff in einer 
modernen Arithmetik^ so definiert wird, «dass von den- 
jenigen Eigenschaften der Gegenstände, die sich nicht 



' Euclidis Elementa ed. Heiberg, Lipsiae 1883—88. 
' Julias Petersen, Arithmetik og Algebra ttl Skolebrug. 
Kjebenhavn 1879, S, 3. 
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verändern, wenn ihre Teile in verschiedener Reihenfolge 
zusammengesetzt werden, sich aber verändern, wenn einige 
der Teile fortgenommen werden, gesagt wird, sie besäsaen 
GröBse», so stimmt diese Definition durchaus zu den an- 
geführten Axiomen, die sogar den V^orzug haben etw^ 
direkter zu erklären, was gleich, grösser oder kleiner ist. 

Dieser allgemeine Grössenbegriff muss durch beson- 
dere Kennzeichen ergänzt werden, die seine Anwendung 
ermöglichen sowohl auf bestimmte Arten von Grössen, 
wie geometrische Grössen, Gewichte u. s. w., als auch 
aui rein abstrakte ZahlengröBsen. Euklid, für den die 
geometrische Grösse zur abstrakten Grösse wird, da sie 
iu der geometrischen Algebra zur Darstellung von Grössen 
jeder Art, auch von Zahlen, dient, muss zuallerei'St Kenn- 
zeichen für die Gleichheit geometrischer Grössen 
geben; das geschieht im 7ten Axiom zum ei'steD Buch, 
von dem wir jetzt gleich reden wollen.. Erst im 5ten 
Buche wird eine unmittelbare Dai-steUung abstrakter Grössen 
als Verhältnisse gegeben und ausserdem Kennzeichen 
für ihre Gleichheit und Ungleichheit. Die Verhältnisse 
zur Einheit sind Zahlen in der modernen und allgemei- 
nen Bedeutung dieses Wortes. Die Einheit wird jedoch 
erst im 7ten Buch eingeführt und dann nur als Maass 
für damit kommensurable Grössen angewandt. Die dazu 
dienenden Voraussetzungen werden wir im Zusammenhang 
mit dem übrigen Inhalt dieser Bücher besprechen. 

Im 7ten Axiom des ersten Buches, zu dem wir nun- 
mehr nach diesem Ausblick auf andere Grössenb^tim- 
mungen als die geometrische auiückkehi-en, wird aus- 
gesprochen, dass kongniente Grössen oder solche, die sich 
zur Deckung bringen lassen, gleich sind. Dieses Kenn- 
zeichen für geometrische Gleichheit geht ganz natüi^Uch 
dem im 8ten Axiome enthaltenen Kennzeichen für Un- 
gleichheit voran, das keine besondere Ergänzung mit Bezug 
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auf die geometrischen Gi-ösaen bedarf. Euklid weist im 
7ten Axiom mit grosser Sicherheit auf das hin, was immer 
der erste Ausgangspunkt für jede Untersuchung von Grös- 
sen in der Geometrie sein muss. Die Kongi'Uenz ist es 
bei-eits heim praktischen Messen, das darin besteht, nach 
und nach von dem, was gemessen werden soll, eine Reihe 
von Teilen aufzuzählen, die dem Maasse kongruent sind. 
Sie ist es ferner sowohl in Euklids eigenem Lehrgebäude 
wie in allen folgenden, die geometrische Grössen behan- 
deln: man geht davon aus, dass gewisse Grössen gleich 
sind, weil sie kongruent sind, und ungleich, weil die eine 
selbst ein Teil der anderen ist oder einem Teile der an- 
deren kongruent ist. Eben dieses Verfahren wendet Eu- 
klid im ersten Buche an um zu zeigen, wie Gleichheit 
und Ungleichheit von Seiten oder Winkeln desselben 
Dreiecks oder vei-schiedener Dreiecke sich gegenseitig be- 
dingen. Die Resultate hiervon kombiniert er dann mit 
den allgemeinen Voraussetzungen über Grössen. Ja er 
ist sogar bestrebt das specifisch geometrische Princip der 
Kongruenz so wenig wie möglich anzuwenden. So be- 
nutzt er in I, 2Ö nicht unmittelbar die Kongruenz um 
zu beweisen, dass Dreiecke, die in einer Seite und den 
anliegenden Winkeln übereinstimmen, es auch in den 
übrigen Stücken thun, sondern er schliesel dies antithetisch 
aus den frühei'en Kongruenzfällen. 

Für gerade Linien und Winkel fällt Gleichheit zu- 
sammen mit Kongruenz. Für gebrochene Linien, Flächen- 
und Rauminhalte kann man dagegen erst, nachdem man 
Gleichheit durch Kongraenz nachgewiesen hat, Gleichheit 
ohne Kongiiienz nachweisen durch Zusammensetzung nach 
den allgemeinen Voraussetzungen über Grössen, wie es 
beispielsweise in I, 35 geschieht, wo bewiesen wird, dass 
Parallelogramme von derselben Grundlinie und Höhe 
gleich sind. Zu der Grösse krummer Linien und der 



y Google 



130 D e g lechiache Mathematik 

Flächen die \ u brldiPii begieiizt ^\eiclcii, sowie zu der 
Grösse dei meisten Rauminhalte kinu mau nur durch 
Grenzubeigange gehngeu die ^on den ■iltcu durch den 
Exhaustionsbewei'- aufgefuhit wuiden und die zum Teil 
zugleich die AutiteUung neuei Voiiutsaetzungen ^eilangen. 
Das weiden wii Ziehen wenn i^ii dazu gelangen Euklids 
12te3 Buch sowie die All eiWi \on \ichimedes zu be- 
sprei hell 

Dagegen müssen v^n sogleich erwähnen, dass die 
Art und "Weise nie Eukli 1 m der feteieometrie das im 
7ten Axiom aufgestellte Kongruenzaxiom benutzt, mit 
einem sehr wesentlichen Mangel behaftet ist. Dieser 
hängt damit zusammen, dasa man in seiner Stereometrie 
jedes unterscheiden zwischen Kongiuenz und 
Symmetrie vermisst lasst abei doch eikemien dass er 
symmetrische Figuren mcht für kongruent hilt Denn 
in solchem Falle winde er gemeint haben im 7ten Axiom 
eine ausreichende Giundlage fm Volumen best im mungeii 
zu besitzen. Statt dessen stellt er eine neue Voraussetr 
zung auf, die sowohl auf kongruente wie auf symmetrische 
Figuren passen kann. In der lOten Definition des Uten 
Buchs werden gleiche und ähnliche Raumfiguren als 
solche definiert, die von gleichvielen gleichen und ähn- 
lichen (d. h. kongruenten) ebenen Figuren eingeschlossen 
werden. Diese Definition enthält ausser einer Namen- 
gebung zugleich eine geometrische Voraussetzung, also ein 
Axiom, dass nämlich diese Figuren auch gleich an Raum- 
inhalt sein sollen^. Das wird in XI, 29 benutzt, wo 
be.viesen wird, dass Parallelepipeda von derselben Gmnd- 
fläche und Höhe gleich sind, und ausserdem wkd daraus 
hl XI, 28 geschlossen, dass die beiden dreiseitigen Piismeii, 

' C an c hy tiat bewiesen, dass derartige Figuren wirklicli 
immer kongruent oder symmetrisch sind. 
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aus denen ein Parallelepipedon besteht, gleich sind. Nun 
weiss man, dass die Prismen, die, in dem ersten Beweise 
umgelegt werden, kongruent sind, und dass die dreiseiti- 
gen Pi-ismen des ietaten Satzes durch Umlegen der Teile 
in kongruente Pi-ismen venvandelt werden können. Das 
kann Euklid nicht bemerkt haben; denn dann würde 
die Einführung eines neuen Piincips für die Gleichheit 
von Körpern überflüssig und deshalb seinem gewöhnlichen 
Verfahren widereti'eitend gewesen sein. 

Das 7te Axiom ist in der hier nachgewiesenen Be- 
nutzung nur ein Kennzeichen für geometrische Gleich- 
heit gewesen oder, wenn man will, eine Definition davon ; 
jedenfalls aber steckt daiin eine wirkliehe geometrische 
Voraussetzung oder ein Axiom von sein- wesentlicher Be- 
deutung. Dieses drückt aus, dass überhaupt von kon- 
gruenten Figuren die Rede sein kann, also von der Ver- 
legung von Figuren an andere Stellen des Raumes. 
Nach Euklids Axiom bestimmen die geometrischen 
Grössen alles dasjemge, was während einer solchen Ver- 
legung unverändert bleibt. Worin diese Verlegung be- 
stehen soll, wird jedoch gar nicht charakterisiert, ja sie 
wird nicht einmal im Axiom ei-wähnt, aber die Anwen- 
dungen zeigen, dass an die empirische Verlegung gedacht 
wird, die von den physischen, sogenannten unveränder- 
lichen Körpern her bekannt ist, 

Wenn wir früher berährt haben, dass das Axiom 
1, 7 notwendig ist um eine gerade Linie vollständig zu 
charakteiisieren, so dachten wir eben daran, dass Euklid, 
z. B. in den Beweisen für die Kongruenzsätae, bestimmt 
die Voraussetzung benutzt, dass eine gerade Linie sich 
dui'ch Verlegung nicht verändert. 
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15. Anmerkung über die Voraussetzungen 
der Geometrie, 

Wenn nan iip zuleizlgenainte E gensciiaft der geladen Linie 
mit denjenigen kombiniert die beteit& m den Postulaten au-sgedrucki 
sind die Eindeutigkeit der Bestimmung duicli zwei Punkte mit 
pinbegnffen so wird die gerade Linie als solche definieit die ihier 
ganzen Ausdehnung nach mit einer anderen geraden Lime zusam 
mentallt wenn sie so \eilegt wird dass zwei ihrer Punkte mit 
zweien dei an leren Geraden zusammenfallen Das« diese Defmi 
iion keinen Kreiischluss enthalt obgleich die gerade Linie durch 
Zusammenlegen mit einer andeien geraden Linie bebtimmt wird 
erkenit man daiaus dass keine andere Linie diese Eigenschaft 
besitzt Dagegen ist das Axiom \on der Möglichkeit einer Vei 
leguig v Ol ausgesetzt Nach der Definition eihäll man die gerade 
Line lis geometrischen Ort für die festen Punkte eines Koipera 
der sieb dreht wahrend zwei Punkte fest hegen Die Ronstruktion 
gerader Linien dntch ein Lineal also durch eine bewegliche gerade 
Linie folgt gleichfalls aus dei Definition 

Diese Definition findet sich nun allerdings nich! bei Euklid 
sondern sie ist eme Zusammenfassung der Eigenachiften, die er 
faktisch benutzt und die et nach und nach in Postulaten und 
Axiomen aufstellt Diese bestimmen demnächst die Ebene als eine 
Flache die jede Gt-rade die durch zwei \ on ihren Punkten geht 
ganz enthält Diese Bestimmung enthält indessen mehr als eine 
gute Definition enthalteu darf da aie die Ebene wedei als geome 
tnschen Oit flSi eine einfach unendliche Anzahl gerader Linien 
noch fui eine doppelt unendhche Anzahl \on Punkten bestimmt 
Man kann jedoch die Bestimmung in eine Definition und in ein 
ÄMOm odei Postulat zwlegen Die Ebene muss dann zuerst deflnieit 
uerden als der Ott fui die Geladen die einen festen Punkt mit 
den Punkten einer festen Geraden veibinden und den nächst muss 
als unbeweisbare aber für da« geomeitische Lehrgebäude notuen 
dige Voraussetzung hinzugefügt werden dass diese Flache dann 
die oben erwähnte allgemei le Eigenschift hat 

über diese Scbwieiigkeit kommt man daduich nicht hinweg 
dass man wie ps auch wohl geschehen ist die Ebene definieit als 
geometrischen Ort für die Punkte die gleichen Abstand von zwei 
festen Punkten haben Es gelingt dann wohl in dei Steieometrie 
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7a beweisen dass die so definierte Ebene in der That jede Gerade 
enthalt von der sie zwei Punkte enthalt abci es gehngt das nur 
auf der Grandlage der ebenen Geometne m dei man bereits diese 
Voraussetzung ubei die Ebene die alle behandelten Piguieu ent 
halt gemacht hat 

Mit Bezug auf die Ebene wird noch eine Voiauasetzung ge 
macht die sich nicht lus der hier lufgeatellten Deünition ableiten. 
Wssl namhch die welche im oten Postulat enthalten sl das'J — 
abgesehen von einem genauer bezeichneten Fall — zwei Geiaden 
derselben Ebene sich schneiden 

Wie wir erwähnt haben macht Euklid wenn er es auch 
nicht so deutlich hervorhebt noch eine geometiische Voraussetzimg 
die auch geradlinige Figuren betrifft, namhch die dass eine m sich 
selbst zurücklaufende (gebrochene oder krumme) Linie der Ebene 
einen endlichen Flächenraum einscblief.st und dass sie von jeder 
geraden oder in sich selbst zurücklaufenden Linie die einen ausser 
halb und einen innethalb hegenden Punkt verbindet in wenigstens 
zwei Punkten geschnitten wird Ähnliche Voraussetzungen schlies 
sen sich an die geschlossenen Flachen an sie spielen abei erst 
eine Rolle wenn man weiter geht als Euklid 

Die geometnschen Voraussetzungen die Eukhd benutzt sind 
also folgende It das Verlegungsa^iom 2) und ä) die beiden ai 
geführten Voraussetzungen ubei eine Ebene i die Voiaussc'zung 
(S 123) toet geschlossene Konturen (und Oberflachen) In den 
wesentlichsten Punkten berührt er diese m seinen Definitionen 
Postulaten und Axiomen die ausserdem Erklärungen dei gebrauch 
ten Benennungen und endlich in den Axiomen 1^3 und S kkr 
au&gi'sptochene Voiaussetzungen ubei die allgemeine Grossenlehre 
enthalten Diese letzteren geben nicht nui Worte iklaningen sondern 
sprechen zugleich die für dea Autbau einer wirklichen Grossenlehie 
notwendige Voraussetzung aus über Un Veränderlichkeit und Ver 
andeilicbkeit der Grossen durch Teilung aul die eine Zusammen 
sclzuig aus allen oder aus einigen Teilen folgt 

Die deutliche Weise in dei die wichtigsten geometrischen 
\ ^ Aussetzungen also bei Euklid hervoitreten hat die m seinen 
Elementen aufgestellte Grundlage der Geometrie zu einem guten 
Ausgangspunkt gemacht für die Untersuchungen der neueren Zeit 
ubei den Bereich der einzelnen Voraussetzungen und 
über ihre gegenseitige Unabhängigkeit. Insofern sie wirk- 
lich unter einander unabhängig sind, muss man nämbcb einige von 
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liinen fpalhalten uid ins ihnen allem Ko isequen^en ziehen kon 
nen wxhrend n an indeie uabeachtet iasst Daduich echllt man 
eine Veraügemeinemng dei Geometrie denn die Sitze welche man 
dann beweist gelten sowohl für den «Raum» dei zugleich den 
übrigen Voraus setz«ngen genügt als auch lur wiche Räume die 
ea nicht thun Sie können auch m dein dnich Euklids Voraus 
Setzungen definierten Raum eine derartige weitergehende Anweniung 
finden daas beispielsweise gerade Linien mit Kunen \eit<iMscht 
weiden die durch einige Eigenichaften dei genohnhcben geraden 
Linie charakterisiert werden so lass au'i'ser dieser auch andeie 
Linien dann einbegriifen sind 

Die wichtigste dieser Vei all gern einerungen die projekti 
\ische Geometrie ist jedoch mchf eigentbch duich Spekula 
tinnen über die A\iome entstanden Ihre meisten Satze sind aus 
Verallgemeinerungen hervorgegangen die sich innerhalb dei auf 
allen Voraussetzungen Euklids aufgebauten Geometne als zweck 
massig erwiesen haben In Wirklichkeit setzt sie sich jedoch über 
einige lon diesen Voiaussetzungen hinweg und deshalb kann sie 
auch \on Anfang an ohne diese antgefuhrt werden Dasjenige 
von dem min in dei projektiv ischen Geometrie absiehf ist das 
Verlegungsaxiom und die darauf gegründete Lehre von geome 
frischen Grossen und dadurch kommt man auch iicht dazu 
— ven gsten so langp die projektiv ische Geometne sich, nicht 
selbst e e exen Begiiff vo i Verlegung und dadurch ei len neuen 
Grosse begrff bildet — die durch Euklids übrigen Asiorae fest 
elegten allgeneinen Grössen begriffe z« benutzen 
ve len lageren die in den Postulaten enthalten, 
setz ngen wobei jedoch von den Entlehnungen t 
die auch dann aus der GrÖssenlehre gemacht sind Dadurch tollt 
einmal das dritte Postulat über die Bestimmung des Kreises ganz 
fort, da der Kreis im voraus dadurch definiert kI dass sein Padins 
eine unveränderliche Grösse haben soll, und zweitens fallen die 
Einschränkungen beim 5ten Postulat fort, so dass dieses folgenden 
Wortlaut enthält: zwei Geraden derselben Ebene schneiden sich 
unmer in einem Punkte. Den direkten Wideispruch mit leqenigen 
Geometrie, in der alle euklidischen Voraussetzungen benutzt werden 
oder mit «der euklidischen Geometrie vermeidet man da 
durch, dass man den parallelen Geraden der letzteren unendhch 
ferne Schnittpunkte beilegt- Dadurch dass sie ubeibaupt nicht 
fragt, in wieweit Schnittpunkte nnondlich io s d lei cl t ge 
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langt die piojekliMscbe Geometiie dihin sowohl die euklidische 
ah auch die im Folgenden erwähnte nicht euklidische Geometrie 
in sich zu begreifen 

Die gerade Linie erhält in der projekttvischen Geometne die 
selben Eigenschaften nie in der euklidischen mit Ausnahme der 
Veilegung dmch dip eme gerade Linie zum Zusammenfallen mit 
emei anderen gebracht wird und die Eigenschaften der Ebene 
neiden ebenso wie bei Euklid an dieienigen der Geraden an 
geschlossen Die beiden Voi Aussetzungen die "Jich an die Beslim 
mang der Ebene knüpften werden beibehalten Da niin nun nui 
auf diesen und nicht mehr auf dem Vetlegungsaxiom weitei bauen 
darf so ist ersichtlich dass die projektn ische Geometrie wenn sie 
selbstindig entwickelt wiid und man nicht die euklidische Geome 
lue als im lOiaus bekannt betrachtet er'jt einen wirklichen Inhalt 
bekommt wenn man aus einer einzelnen Ebene herausgeht und 
daduich dahin gelangen kann die&e Voraasaetzungen zu benutzen 
Was die euklidische Voiaussetzung über geschlossene Kuiveii be 
tiiftf so zeigt es sich akmlich diss diese nicht m dei Weise von 
den fortgefallenen Voraussetzungen unabhängig ist dasf. sie m dei 
projektiv! sehen Geometne beibehalten werden kann im Gegenteil 
eih&lt man in dieser zwei ArtPU geschlossener Linien in dei Ebene 
ton denen die eme eine Gerade in einer geraden Anzahl \on 
Punkten (odei m keinem) schneidet die andere iii einer ungeladen 

Im Gegensätze zu der projektnischen Geometrie ist die f>o 
genannte nicht euklidische Geometrie gerade duich Spekula 
tionen ubei die ^on Euklid aulgestellien Voraussetzungen ent 
stand"» namentlich u bei eine ein'elie lon ihnen nämlich diejenige 
die wir im 5ten Postulat getinffen haben Die&e Spekulationen 
versteht man vielleicht am besten wenn wir daran ennnein das'; 
dieses Postulat m den meisten Au'Jgaben seinen Phtz untei den 
Axiomen gefunden hat wo es durch Emschiebung von anlcren 
weniger echten Axiomen den hainen aEuklids Utes Axiom« 
erhalten hat Wählend die Bestimmung eines Punktes als Schnitt 
Punktes zweier Geraden unter den Postulaten ein natürliches Gegen 
stuck zu der Beifimmung einer Geraden durch znei Punkte bildete 
so musste die daian geknüpfte Begrenzung besondeie Aufmerksam 
keit erwecken wenn man dieselbe Voiau=SPtzung unter den den 
Lehi^ilzeti entspxech enden Axiomen traf Das ÄMom dass zwei 
Geraden deren inner» Winkel auf deiselben Seite einei schneiden 
den dritten eine Sun in kleiici -ila i hechte ) ildüii sich auf 
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dieser Seitt seh eifpn vu le iani ein trPgens ck z i dem Le) i 
satz Aam ie Geiaden patallel =n) wen die bun e ' Ted te 
beträft Dieaec letzten Salz baweisl Eiklid m I '7 uid IG mit 
Hülfe der ubiigen Voraussetzungen iaast sich dann das Ute A\iom 
und der da\on abhangige wichtige Salz über iie Wmkehumme 
eines Dre ecks nicht auch beweisen' 

Diese Frage hat im Laufe der Zeiien unzählige \ ersuche zo 
Beweisen hervorgerufen Einige ^on d esen noge! eine gewisse 
Berechtigung gel abl haben insoferii sie solche andeie Voraus 
Setzungen deren Richtigkeit man ebenso bereitwill g lon vomi erein 
einräumen wiirde an die Stelle deijemgen voi Euklid setzten 
Rut hat man nicht imme an wie Euklid es ti ut selbst au^ 
gesprochen und eii ger'iuml dass man eine Voraussetzung machte 
Wir wellen beisf lelsw eiie für dis hier erwähnte euklidi'jche 
A\iom oder für die dan it lerbuidenen Sitze dasi eine ge ade 
Linie eindeutig bestimmt ist wenn sie duich einen Punkt geht und 
einer gegebenen Geraden paiailel ist oder dass die Sun me der 
Drei ecks Winkel gleich 2 Rechten ist diejenigen Beweise intuhren 
lie len Wpg in gute Lehrbücher au? unserer und dPi nächst vor 
beigebenden Zeit gefunden haben Von diesen \erJankt nrin die 
jenigen die wii unter 3 und 3 auffuhren dem fra izusischen Mathe 
n afiker Legendie 

1) Man beg ugt 'ich damit das Ä\iom zu veranschaulichen und 
so die Lesei zu übenden es ebenso anzunehrren wie sie ftuher 
lie ul rigen geon etiische i Vor<ius Setzungen angenommen haben 

2) M'in kann den Satz dass zwei Winkel eines Dreiecks den 
dritten bestimmen an die Bestimmung eines Dreiecks aus einer 
Seite und len beiden anliegei den W nkeln an'ichhessen Die Grösse 
ener einzelnen btitt ka n niilch mi dei Maa'is'jtab fi d e ge 
zeichnete Figur bestinmei also kenei Einfluss laben auf die Ge 
slalt des Dreiecks mithin auch i icht auf die Wi ikel Die I eiden 
gegebenen Winke! lestimmen also dei drilten Wie ß an sieht 
Wird der Beweis didurch gefuhrt dass man die Voistellitng ^on 
Ähnlichkeit odei \ n einei vom Maassslab unabhängigen Gestalt 
als geometribchp Voraussetzung festsetzt auf der man bai en witl 
Das was hier gethan wird entspriclt ganz dem was Euklid 
selbst gethan hat ils er im Verlegungsa^iom die Koranen' als 
geome tusch es Grosseap incip festsetzte 

3 A dere begnügen sich nicht wie Eukli 1 damit lie Crrsse 
e W kels 1 t H He ries \eile>T. "ap ncijs u bealmr en 
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aondera sie lassen die Gifs&e eines Winkels das Verhältnis sein 
zwischen dem lon den Schenkeln des Winkels eingpschlossenen 
unendlichen Fl'ichenstück und der FUehe der ginzen Ebene Wenn 
man nun durch einen Punkt zwei Parallelen zu einei gegebenen 
Geraden ziehen konnte so wuide die eine ganze von der letzten 
Geraden abge^ichnittene Halbehene die ja gleich zwei Rechten ist 
nur einen Teil aufmachen von einem der vier \on den beiden 
ersten Geraden gebildete! Wmkel deren jedei kiemer ist als zwei 
Rechte Min s eht leicht diss lie neue Vcraussetzung hiei in dei 
Winkeldetmition hegt und darauf hinaus lault dass das in dieser 
aufgestellte Verhallms zwischen zive uiieidhchen Glossen einen 
bestimmten Weit hat 

i) Noch andeie beweisen dass die Summe der Aussenwinkel 
eines Polygons gleich i Rechten i&t indem sie eine Gerade sich 
aflm\hlich um die Scheitelpunkte der Winkel von der einen aiilie 
genden Seite bia auf die andere diehen lassen Wenn diese m 
ihre ursprungliche Lage zurückkehrt so soll sie sich im Ganzen 
um denselben Reirag gedreht haben wie wenn &ie bei der Drehung 
um einen lösten Punkt in ihre «rspningiiche Lage zurückgekehrt 
wäre Auch hn,r ist mau nicht bei dei in Euklid" Veilegungs 
princip hegenden Charakterisierung des Winkels als Grosse stehen 
gebheben sondern dei Winkel ist vielmehr als Teil emei ganzea 
Lmdiehi ig dehnieit «Orden hierii hegt ahci die Voraussetzung 
dass dieser Teil e ne Grosse von solcher Reschaffeihe t hat diss 
es gleichgullig hiebt ob man eine ginze ümdiehuig um einen 
einzelnen Punkt vorn mm t odei ob man diese Uudiehung in Uu 
diehungen um verscl le lene Punkte zerlegt Dass hiei wirklich e le 
Voraussetzu lg gemacht wird die ebenso wie Euklids eigenes 
Axiom sppciell fui die Ebene gelten soll das sieht man wenn 
man die Ebene mit eii ei KugelfUche d e Ger'iden mit Rogen 
grösster Kreise vertauscht Dann bort die Voiaussetzung namlich 
auf richtig zu sein 

0} Von grosserer Bedeutung nit Rezug auf das Veihaltnis 
\<in Euklids Axom zu seilen eigenen Lehrgebäude ist jedoch 
em Versuch von Legendre der sich wiiklich in Euklids iibri„e 
Voi aus Setzungen halt Ai f Jei Grundlage von diesen ka in er 
alleidings nicht den allgeiidnen Sat7 ubei die Winkelsumme eines 
Dieiecks beweisen, ober es gelingt ihm doch darzuthun dass die 
Winkelsumme nicht grosser ist als zwei Rechte Einei 
von den Wegen, auf denen er dies Resultat erreicht, folgt sehr 
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genau einem von Euklids eigenen Beweisen, nämlich dem in I, 16. 

Hier beweist Euklid, dass der Nebenwinkel eines Winkels C in 

einem Dreieck ABC grösser ist als jedei- von den beiden anderen 

Winkeln, z. B. als A. Das wird dat^ethan, indem man die Mitte 

ß von A C mii B verbindet und darauf D A]_ = B D abträgt. Das 

Dreieck A-^BC erhält dann dieselbeWinkelsumme wie ABC und 

enthält einen Winkel BCA^, der gleich der Summe der Winkel 

A und Cdes ursprünglichen Dreiecks ist; darausfolgt A -i- C-<2R, 

oder dass A kleiner ist als der Nebenwinkel von C. Die hier aia- 

gewindte Opetation wiederholt Legendre nidem ei jedesmal 

. dafür ".orgt As.-,'' der Winkel 

"^ de hier ß genannt ist 1er 

^„.^ klemste Winkel des Dreiecks 

^K--^ i'^t das weiter umgew andelt 

„„.-''''"^ wird Das neue Dieieck zu 

/ ^ dem er gela igt hat dan i be 

' — — — — j" st^Qdlg dieselte WinkeKumme 

und enthalt einen Winkel ß 
oder l dei gleich oder kleiner ist als die Hallte des vorbeigehenden 
kleinsten Winkels Nach einen Pnncip das Euklid spatei m 
Verbindung n jt dem Eihaustionsbewe se aufstellt k'uin man auf 
dwem Wege zuletzt zu einem Dteieck gelai gen in dem ein Winkel 
klemei ist als eine beliebige gegebene Grenze Euklids eigener 
Satz zeigt dass die Summe der beiden anderen Winkei kleiner als 
zuei Rechte ist Man kann dann leicht wenn man will mit dem 
Exhaustionsbe weise nachweisen dass die Summe aller liei Win 
kel die unverändert dieselbe wie m dem ersten gegebenen Dieieck 
4ß(, geblieben ist nicht grosser als znei Rechte i^t 

War man so weit gekrmmen ohne ias llie Axiom tdas Ote 
Postulat) zu benutzen so lag darin die AufEoiderung weitei zu 
gehen Man musste sich daran halten dass die Summe der Dieiecks 
Winkel gleich 3 Rechten oder kleiner sein konnte Wenn das letz 
tere dei Fall war so konnte man beweisen dass die Winkelsamroe 
abnahm wenn die Fläche des Dreiecks zunahm Als Ausgangs 
puöl t fui die Untersuchung darubei ob geiade Linien sich schnei 
den hatte man nun nur den ien wir die Voraussetzung ubei ge- 
schlossene Konturen genannt haben aber man gelangle doch dabin 
zu beweisen dass das Schneiden zwischen einer gegebenen Geraden 
und Pinei Geraden durch einen gegebenen Punkt statllmlet wenn 
d e^c i.eiale las eine Pti Sei e (el iikel fillt 1 e ( i ei 
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be&tmirateii durch den gegebenen Punkt gehenden geraden Linien 
gebildet werden Aniere Sätze dieser sogenannten nicht euki 
dibchen beometrie die von Loba sehewsky uni Bolja enl 
wickelt ist stimmen mehr mit denen der gewöhnlichen eukl ii^jchen 
Geometrie uberem 

Hoch können wir eme Art von Geometie anfuhren die \on 
Euklids Voraussetzungen ausschliesslich diejen^e ul er ge'Jchlossene 
Konturen und die entsprechenden rwmhchea Voiausaetzangen be 
nutzt diese nennt man \n lysis aittis 

Mt den hic aigedeuteten geometr sehen Unters chu gen übe 
die Voraussetzungpn dp Gcomet le hat man m unseren Tigp aucl 
eikennfn stheorefiscl e Frage i danach wohe wir sie habei 
verbuElen S nd de Vo aussetzungen voUkomn en w Ilkuihch? 
odei sind sie auf angebe e en Vorstellungen aufgebaut? odet ent 
halten sie \\ ahrheitpn die n an du ch Erfahrung kennen gelernt 
hat? Im let:iteren lalle la f irwi nicht sagen dass die in den 
Voraussetzungen enthaltenen Behauptungen ahsolut richtig sini 
SOI em nur dass die Al-weichungen zu klein gewesen anid nm 
wahi^euommen zu weiden Auf solche Fragen giebt Euklid 
nach dem von uns bereits Gesagten durchaus keine Antwort Ihm 
genügt es Voraussetfungen aufzustellen und zu beweisen dass 
nenn sie gültig sind alles nas daiaub abgeleitet wird es auch 
st Es wird dl in Sache desjeiigen der 'ieme Res Itaip beiutzen 
w II m t sich daTjbe ms Re e zu komme wip weit i,r 1 l \o 
aussetzu igen a erkeni ei w 11 



16. Die allgemeine Lehre von den Proportionen; 
Euklids 5tes und 6tes Bucti. 

W 1 al \ 1 ^ 1 d 1 1 tl ch Ge- 
lege be t g 1 abt a f 1 ej n g n '^teU Eukl d ersten 
Bu he a fn 6 kea z ma h i e 1 e Behand- 
lung d 1 t fc 1 111 ab e ht D se Ab- 
we h ge be 1 1 T\et ht on e f rmeller 
Na n m nfl 1 n d uf d ss Eukl d sieh 
1 t B 1 den GeV a h 1 P 1 rtiouen 

5 ! 1 1 II B 1 t t I T,uf der 
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geometi'isehen Algebra aufgebaut sind. Der G-rund liier- 
für war wie schon erwähnt der, dass man längst ein- 
gesehen hatte, daes die ältere Lehre von den Propoi-tionen 
streng genommen nur auf koraniensiirable Grossen an- 
wendbar war. Diesem Übelstande hatte Eudoxns durch 
eine neue und wahrhaft allgemeine Lehre von den Pro- 
portionen abgeholfen, aber an die Entwickelung dieser 
macht Euklid sich erst im 5ten Buche. Bei diesem 
Buche wollen wir ausführlicher verweilen um die Propor- 
tionslehre genauer kennen zu lernen, die nicht nur ein 
Hauptfundament für die nachfolgende antike Mathematik 
wui-de, sondern zugleich die Grundlage für die allgemeine 
Grössenlehre kommender Zeiten enthält. 

Die grosse sachliche Bedeutung dieses Buches 
werden wh- am besten ans Licht ziehen können, wenn 
wir von Euklids vielen Benennungen für Proportionen, 
die auf verschiedene Weise aus anderen gebildet werden, 
absehen und diese Bildungen in der modernen algebrai- 
schen Zeichensprache wiedergeben. Zu dem Zweck wollen 
wir mit den ersten Buchstaben a, b, c . . . des Alphabetes 
allgemeine Grössen bezeichnen, die Euklid durch Strecken 
darstellt, und durch m, n, p . . . ganze Zahlen, denen 
Euklid in den Figuren je nach den Beispielen passende 
kleine Wei-t« erteilt. Aus seinem Buche wii-d hervorgehen, 
da SB auch diese geometrische Darstellung einen recht 
guten Überbück gewährt. Von den zahlreichen Defini- 
tionen haben wir dann nur Verwendung für die folgen- 
den drei. 

In Def. 4 vnrd gesagt, dass zwei Grössen ein Ver- 
hältnis bilden, wenn Vielfache jeder einzelnen von ihnen 
dahin gebracht werden können die andere zu übertreffen. 
Hiermit wh'd nicht nur gesagt, dass die Grössen von der- 
selben Alt sein sollen, so dass sie überhaupt verglichen 
werden können, sondern es wird zugleich eine weiter- 
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16. Die allgemeine Lehre von den Proportionen, ]41 

gehende Forderung ausgesprochen, die sich ala unentbehr- 
lich envcisen wird sowohl bei der Ausdehnung der Pro- 
portionelehre auf inkommensurable Grössen, als späterhin 
bei den infinitesimalen Untersuchungen, die sich bei Eu- 
klid und Archimedes mittels des auch von Eudoxus 
erfundenen Exhaustionsbeweises ausgeführt finden, 
in Def. 5 mrd gesagt, dass 



wenn 



na^=nh mit sich bringt, dass mc==nd. 



und in Def. 7, dass 

a:h>c:d, 
wenn es solche Wei'te von m und n giebt, dass 
ma':> nh, aber mc-^nd. 

Allerdinge wird in 5 nicht das Wort «gleich» für 
die beiden Verhältnisse gebraucht; da aber später in den 
Sätzen 11 und 13 bewiesen wird, dass a:b^c:d und 
c'-d>e:f ea mit sich bringen, dass a:b'^e:f, so ist 
eben von Gleichheit die Rede. Die Bedeutung dieser 
Definitionen von der Grösse eines Verhältnisses wird Mai', 
wenn man beachtet, dass sie in Wirklichkeit identisch 
sind mit der modernen Bestimmung einer irrationalen 
reinen Zahl durch rationale Näherungswerte. Erstens ist 
nämlich eine reine Zahl das Verliältnis einer Grösse au 
emer Einheit derselben Art. Zweitens laufen Euklids 
Vergleiche eben hinaus auf Vergleiche von Verhältnissen 

mit rationalen Näherungswerten ^. 

Nun wollen wir sehen, wie diese Definitionen einer 
exakten Lehre von Verhältnissen und Proportionen zu 
Grunde gelegt werden. 
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In den Sätzen 1-^3 und 
Sätze voraiiBgeschiekt; 



iechische Malhematik: 

■6 werden folgende Hülfs- 



na±mb = m{a+_b), (1 und 5) 

na±na = (m±n)a. (2 und 6) 



unsere Wiedergabe der letzten drei Sätze ist jedoch 
insofern etwas frei, als beispielsweise in 2 gesagt ivird, 
dass ma-^ na dasselbe Vielfache von a iat wie mb -\- nb 
von b; aber sowohl die Beweise — dm-ch Zerlegung der 
ganzen Zahlen in ihre Einer — wie die Anwendungen 
stimmen durchaus zu unserer Angabe der Bedeutungen. 

Diese Hülfssätze und die Definition 4 werden benutzt, 
um folgende Sätze zl^ einfachen Folgen der Definitionen 
ö und 7 zu machen: 



Wei 

so ist 



und 

so ist 

und aus solchen gleichen Verhältnissen lässt sich ein 

neues ebenso gi'osses bilden, nämlich 

ia+c + e):{b + d+fy, (12) 

wenn aber a:h=c: d 

und c:d~> e:f. 



e:nd: 
aber o 


«<<: 


t: 


V) 




(J 


und 


8) 


d 








f. 








f. 




( 


1) 



&>. 



(13) 



Als Beispiel für die Beweisführung wollen wir Satz 8 
betrachten, in dem, wenn a>ö, die Bestimmung von 
zwei solchen ganzen Zahlen rn. und n verlangt wh-d, dass 
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ma^ nc> mb. Das wird dadurch eiTeicht, dass man 
die Forderung mit den folgenden vertauscht, die nach 
Definition 4 erfüllbar sind: 

mh>c mv\ m {a — 6) > c, 
{n-\)c^mb<nc, 
woraus folgt, daae nc-<.ma. 

Die Sätae 9 und 10, die die ümkehrungen von 7 
und 8 sindj werden antithetisch bewiesen. In 14 wird 
mit Hülfe der vorhergehenden Sätze bewiesen, dass wenn 

a:b^c:d. 



> 



.>, 



a^c mit sich bringt, dass b = d. 
In 15 wird mit Hülfe von 12 bewiesen, d 



Die l 



16 — 19 enthalten folgende Umformungen 



der Proportion 








a 


b = c:d. 






Ans dieses erhält man a 


cb:d, 




(16) 


(«-!>) 


i^(c — d):d. 




(17) 


(0+6) 


t = lc + d):d. 




(18) 


a 


i = (a — c):(b- 


"d). 


(19) 



16 und 17 werden mit Hülfe von Definition 5 be- 
wiesen; daneben werden bei Satz 16 die beiden vorher- 
gehenden Sätze benutzt. In Satz 17 wird aus der gegebenen 
Proportion abgeleitet, dass, für alle Werte von m und n, 

m a ^-^ {m -\- n) b mit sich bringt, dass m c = (m -j- r*) <?, 



n(a^b) = nb mit sich fülu-t, dass m{c — d)^nd. 
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18 und 19 werden — der erstere antithetisch — aus 
16 und 17 abgeleitet. 

Eine Umformung vermisst man jedocli, nämlich die- 
jenige in 

Da diese ausdrücklich im Beweise für 20 augewandt wird, 
so hat man sie in einem Zusatz zu Satz 7 suchen wollen, 
was jedoch misslich ist, da in 7 nur die Itede von dem 
Fall ist, wo b^d. Deshalb haben einige Herausgeber 
den Zusatz nach Satz 4 verlegen wollen, Die Sache ist 
von keiner grossen Bedeutung, da die Umformung eine 
unmittelbare Folge von Definition 5 ist. 

Die Sätze 20 — 23 enthalten die wichtige Lehre von 
Zusammengesetzen Verhältnissen. 22 sagt aus; 

wenn a:b^d:e und b:c = e:f, 

so folgt, dass a: c^ d:f. 

Als Vorbereitung auf den Beweis wird in 20 bewiesen, 

dass nach den Voraussetzungen die Bedingung a^c, 

woraus nach 8 folgt, dass d: e = a:b^c:h ^f- e, nach 
9 und 10 mit sich bringt, dass d-^f. Da nun die ge- 
gebenen PropoiiJonen sich nacli 4 umformen lassen in 



und nh:pc = ne: pf, 

so muss auch 



^pe mit sich füliren, dass m. d=pf. 
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Der Satz 23, der aussagt, dass, wenn 

a:b^€ :f und b\c = d:f! 
auch a:c = d:f 

ist, wird auf dieselbe ^A'eise bewiesen und ist in dei'selben 
Weise dureb 21 vorbereitet. 

In diesen Sfitaen wird gesagt, dass das Verhältnis 
a : e aus den Verhältnissen a : b und b : e zusammeiigesetzt 
sei. Fassen wir das antike Verhältnis als eine moderne 
Zahl auf, so erglebt sich, dass das aus den beiden Ver- 
hältnissen zusammengesetzte Verhältnis dasselbe ist, was 
man jetzt ein Produkt nennt. Obgleich den Verhält- 
nissen, die zusammengesetzt werden, bestimmte Formen 
beigelegt werden, da das Hinterglied des einen das Vorder- 
gUed des anderen sein soll, so übt das dennoch keine 
Beschi'änkung auf die Zusammensetzung von Verhältnissen 
aus. Aue der geometrischen Darstellung in VI, 12 ergiebt 
sich nämlich auch, dass jedes Verhältnis sich so um- 
formen lässt, dass eines von seinen beiden Güedetn einen 
gegebenen Wert erhält. In VI, 23, wo bewiesen wird, 
dass das Verhältnis zwischen zwei Parallelogrammen von 
Winkel aus den Verhältnissen der Seiten zu- 
i ist, sieht man denn auch, dass man den 
e Formen a : b und b : c giebt, um sie zuaammeii- 

Wenn wir dieses hier schon mit berücksichtigen, so 
enthalten die Sätze 22 und 23 vollständige Beweise füi- 
die Behauptungen, die man jetzt folgendermassen aus- 
drücken wurde: Ein Produkt ist bestimmt durch 
seine Faktoren, und die Reiheniolge der Faktoren 
ist gleichgültig. 

Die Alten bcsassen also zwei verschiedene Darstel- 
lungen von dem, was man jetzt unabhängig davon, ob 
die Faktoren rational oder irrational sind, ihr Produkt 
10 
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nennt, nämlich die eben geschilderte und die in der geo- 
metrischen Algebra benutzte durch Rechtecke. Dass es 
wirklich im wesentlichen dasselbe ist, was auf diese bei- 
den Arten dargestellt wird, sieht man aus dem eben an- 
geführten 238ten Satze des 6ten Buches. Die Darstellung 
durch zusammengesetzte Verhältnisse verbindet einen wesent- 
lichen Vorteil mit ihrer grösseren Umständlichkeit. Wäh- 
rend die geometrische Algebra gewöhnlieh nur Produkte 
aus zwei Faktoren behandelt, die als Rechtecke dargestellt 
sind, und man sich in den Raum begeben muss, um 
Produkte aus drei Faktoren als Parallelepipeda dargestellt 
zu erhalten, so lässt sich ein Produkt aus einer beliebigen 
Anzahl von Faktoren als ein aus diesen zusammengesetztes 
Verhältnis darstellen, Giebt man den Faktoren die Formen 

a:h, b;c, e:d, d:e, 
so wird das daraus zusammengesetzte Verhältnis a:e; dies 
wird ausdrücklich in Satz 22 ausgesprochen. 

Ein Beispiel für den allgemeinen Gebrauch, den die 
Griechen von zusammengesetzten Verhältnissen machten, 
haben mr bereits gehabt in der Umwandelung der Auf- 
gabe von der Würfel Verdoppelung in die Bestimmung von 
zwei mittleren Proportionalen. Die fortlaufende Proportion 



der Alten drückt also ganz dasselbe aus, was man nun 
ausdrücken würde durch 



F-©'-^©" 



Auf dieselbe Weise werden auch höhere Potenzen 
ausgedrückt alB Verhältnisse z^vischen dem ereten und 
letzten Gliede einer fortlaufenden Propoilion, d. h. einer 
solchen, deren Glieder eine geometrische Reihe (Quotienten- 
reihe) bilden. 
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Dass man auch zu Euklids Zeiten in dieser Bezie- 
hung weiter war, als sich unmittelbar aus seinem 5ten 
Buch ergiebt, das sieht man aus IX, 35, wo eine Be- 
stimmung von der Summe der Gheder einer geometrischen 
Reihe gegeben wird. In unserer Sprache würde die darin 
enthaltene Untersuchung folgendermassen ausgedrückt 
werden; Wenn 



a b c «+J+C 

Der Satz wird indessen nicht nur ausgesprochen von 
einer Summe aus drei aufeinander folgenden Gliedern, 
deren Betrachtung Euklid im Beweise für ausreichend 
gehalten hat. Da dieser allein auf Sätze des 5ten Buches 
aufgebaut ist, ao ist er allgemeingültig, wenn auch Eu- 
klid füi' den Augenblick ihn nur deshalb mitnimmt, weil 
er in dem folgenden zahlen theoretischen Satz Verwendung 
für den Sata hat, dass 

1 + 2 + 2« -j- . . . 2" = 2"*i — 1. 
Wir müssen um so viel grösseres Gewicht auf diese 
Darstellung von Produkten und Potenzen legen, als sie 
bis in die neuere Zeit hinein die Grundlage gebheben ist 
für solche algebraische Untersuchungen, die auf Äl^emein- 
heit Anspruch machten und sich nicht auf rationale Zahlen 
besehi-änkten. 

Der Satz V, 24 sagt aus: wenn 

= «:/, 

dieser Satz ist nahe von derselben Art wie diejenigen sind, 
die den Sätzen über zusammengesetzte Verhältnisse voran- 



und b 

so folgt, dass (m -|- b) 
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gehen; er kann aber erst hier seinen Platz finden, weil 
der Satz 22 dazu benutzt 'wird, um aus den beiden ge- 
gebenen PropoiHonen, nach Umkehrang der Verhältnisse 
in der zweiten (Bildung der reciproken Wei-te), abzuleiten, 

a-.h^^d: e, 
ivonach sieh mit Hülfe von 18 ergiebt, dass 

[a-J^b):b=^(d-i e):e. 
Eine neue Zusammensetzung der \''erhältiiisse (nach 22) 
iührt dann zu der Proportion, deren Richtigkeit bewiesen 
werden soU. Die erstgenannt« Anwendung von Satz 22 
wii'd dadurch intei-essant, dass sie zeigt, dass die Divi- 
sion von Verhältnissen keine neuen und besonderen 
Sätze verlai^. 

Der Satz 25 sagt aus, dass, wenn vier Grössen pro- 
portional sind, die Summe aus der grössten und kleinsten 
grösser ist als die Summe der beiden anderen; dieser 
Satz wird durch 19 bemesen. Ein besonderer Fall, der 
hier jedoch nicht erwähnt wird, ist der, dass die Mittel- 
grösse zwischen zwei Grössen (arithmetisches Mittel) grösser 
ist als ihre mittlere Proportionale (geometi'isches Mittel); 
dies wird in VI, 27 durch geometrische Algebra bewiesen 
und liefert den Diorismus für Gleichungen zweiten Grades. 

Zwar ist die im 5ten Buche gegebene Lehi'e von den 
Proportionen, trotz der geometrischen Veranschaulichung, 
vollkommen allgemein und auf alle Ai-ten von Grössen 
anwendbar; aber sie bedui-fte einer Ergänzung, die nach 
der' Weise der Alten geometrisch werden musste. Die 
Existenz der Verhältnisse geht aus den Definitionen her- 
vor, sobald man nur Grössen hat, die nach Definition 4 
Verhältnisse bilden können. Indessen ist, wie oben be- 
rührt, ein Beweis erforderlieh für die Existenz einer sol- 
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chen Grösse, die in Verbindung mit einer gegebenen ein 
Verhältnis von gegebenem Werte bildet, und diese Exi- 
stenz wird durch geometiische Konstruktion einer vierten 
Proportionale bewiesen. 

Diese geometrische Ergänzung zu der Lehre von den 
Proportionen findet sich im 6ten Buche, das zugleich 
die wichtigsten Anwendungen dieser Lehie auf die Geo- 
metrie enthält, namentlich auf älmliche Figuren, sowie 
ihre Kombination mit der geometrischen Algebra. Das 
wichtige Ziel, das diu-ch diese Kombination ei-reicht wird, 
ist die geometrische Darstellung und Lösung von Glei- 
chungen 2ten Grades, in denen x^ mit einem Koefficien- 
ten behaftet ist. Wenn dieser Koefficient a rational wai-, 
so verstanden die Alten wohl, wie wir gesehen haben 
(8. 61), die Gleichung in eine solche mit der Unbekann- 
ten a te und ohne Koefficienten des quadratischen Gliedes 
umzuformen. Wenn der Koefficient dagegen irrational 
ist und selbst durch eine Strecke dargestellt werden muss, 
eo reicht die gewöhnliche geometrische Algebra mit zwei 
Dimensionen nicht mehr aus. 

In Satz 1, wo bewiesen wird, dass Dreiecke und 
Parallelogramme von derselben Höhe sich wie die Grund- 
linien verhalten, findet die euklidische allgemeine Defini- 
tion von der Gleichheit von Verhältnissen zweckmässige 
Verwendung. Da gleiche Gnandlinien gleiche Flächen- 
inhalte ergeben, so führt eine unmittelbai'e Anwendung 
dieser Definition zu dem allgemeinen Satze, ohne dass es 
nötig wäre, wie es in modernen Lehrbüchern geschieht, 
den Fall, wo die gleichartigen Grössen kommensurabel 
sind, nachher zu dem allgemeinen zu erweitern. 

Nach diesem Satae folgen in 2 und 3 die Sätze über 
parallele Transversalen im Dreieck und über die Teilung 
einer Dreieckssite durch die Halbierungslinie des gegen- 
überliegenden Winkels. Darauf folgen in 4 — 7 die Haupt- 
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sätae über ähnliche Dreiecke; diese werden bewiesen durch 
Konstruktion eines Dreiecks, das dem einen gegebenen 
ähnlich und dem anderen kongn:ient wird. Sie werden 
sofort (in 8) auf ein rechtwinkehgee Dreieck angewandt 
und auf die beiden Dreiecke, worin dieses durch die Höhe 
auf die Hypotenuse geteilt wird. 

9 — 13 enthalten die Teilung einer Strecke in gleiche 
oder proportionale Teile, sowie die Konstraktion der drit- 
ten Proportionale (d. h. der vierten zu a, b und b), der 
vierten und der mittleren Proportionale. Die letzte Kon- 
struktion ist dieselbe, die schon in II, 14 auf Grundlage 
der geometrischen Algebra angewandt wurde zur Bestim- 
mung der Seite eines Quadrates, das einem gegebenen 
R«chteok gleich war. 

Darauf kommen in 14^23 die Sätze über das Ver- 
hältnis zwischen den Flächeninhalten von Figuren. Den 
Hauptsatz 23 über die Flächeninhalte gleichwinkeliger 
Parallelogramme haben wir schon besprochen. Im Be- 
weise (19) dafür, dass das Verhältnis ähnhcher Dreiecke 
— wie wir sagen — gleich dem Quadrate des Vei'häit- 
nisses zwischen zwei homologen Seiten ist, wird das Ver- 
hältnis a : b zwischen diesen beiden, um mit sich selbst 
zusammengesetzt werden zu können, auf die Form b : c 
gebracht, so dass das quadratische Verhältnis a : c wird. 
Die Satzgruppe enthält auch noch (in 16) den Satz, dass 
in einer Pi'oportion das Rechteck aus den äusseren Glie- 
dern gleich demjenigen aus den inneren Gliedern ist. 

Am Schlüsse des Buches werden demnächst in 28 
und 29 die durch Hülfe der Proportionslehre verallgemei- 
nerten Flächenanlegungen behandelt. Eine von der 
Proportionslehre unabhängige Verallgemeinerang besteht 
dai'in, dass die Rechtecke mit Parallelogrammen von einem 
behebig gegebenen Winkel vertauscht werden; da aber 
diese letzte Verallgemeinerung ohne Emfluss ist auf die 
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geometiisch-algebraiBche Bedeutung dieser Aufgaben, so 
woUen wir von ihr absehen und hier nur von Rechtecken 
apreehen. Die Aufgaben, von denen die Rede ist, sind 
dann folgende: 

An eine gegebene Strecke {«) eine gegebene 
Fläche (B) als ein solches Rechteck (mit der Höhe a;) 
anzulegen, dase das fehlende (28) oder überschies- 
sende (29) Rechteck einem gegebenen (mit den Seiten 
c und d) ähnlich wird. 

Die Auflösungen werden dieselben, die wir aus II, 5 
und 6 für die Fälle abgeleitet haben (S. 46—49), wo die 
fehlenden oder überschiessenden Figuren Quadrate sein 
sollen, ausgenommen, dass 
die früheren Quadrate jetrt 
mit Recbt«cken vertauscht 
werden, die den gegebenen 
ähnlich sind. Die Ahnhch 
keit tritt überdies diduich 
deutlich hervor diis eine 

Diagonale dei ähnlichen Rechtecke auf eine und dieselbe 
Gerade fällt. Die eiweiterten algebraischen Anwendungen, 
die sich jetzt eiTeichen lassen, erkennt man aus dei- fol- 
genden algebraischen DiisteUung der Aufgaben und der 
Umlegungen von Figuien wodurch sie gelöst werden, 
nämlich ; 



A 




3 B 








K 
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wo wir durch die moderne Benutzung der Vorzeichen 
nur eine zweimalige Darstellung haben veimeiden wollen. 
Um X zu finden, kommt es darauf an das Rechteck 

-f-ljr-a:] zu konstruieren, das dem gegebenen ähnlich, 

und der Differenz oder Summe der bekannten Flächen 
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und B gleich sein soll. Hierzu dient, wenn B 

als eine gegebene geradlinige Figur vorausgesetzt wird, 
die Aufgabe 25, die bereits bei den Pythagoreera erwähnt 
wurde: Eine Figur zu konstruieren, die einer gegebenen 
geradlinigen Figur gleich und einer anderen ähnlich ist. 
Die Aufgabe 28 verlangt als Diorismus, dass 



-<^(fy. 



oder daas die g^ebene Fläche B nicht grösser ist als 
ein Rechteck über der Hälfte der gegebenen Strecke a, 
das dem gegebenen Rechteck cd ähnlich ist. Dieser 
Dioriemue ist der Aufgabe auf gewöhnliche Weise hinzu- 
gefügt, aber seine Notwendigkeit ist in dem vorhergehenden 
Satze 27 durch dieselbe Umlegung bewiesen, die in 28 
benutzt wird. Er würde, wie schon früher bemerkt (in 
unserem Uten Abschnitt) unmittelbar aus der Analyse 
hervorgegangen sein, die der synthetischen Darstellung 
in 28 entspricht. Wenn das Eeehteck cd mit einem 
Quadrat vertauscht wird, so sagt der Diorismus aus, dass 
ein Quadrat grösser ist als ein Rechteck von derselben 
Seitensnmme (ein Resultat, das, wie schon bemerkt, auch 
aus V, 26 folgt). 

Satz 30 enthält die stetige Teilung einer Sti'ecke. 
Die Konstruktion wurde schon einmal in II, 1.1 (S. 52) 
angegeben und stützte sich da auf II, 6; nun stützt sich 
dieselbe Konsti'uktion auf Sata VI, 29, der eine Verall- 
gemeinerung von II, ö ist. Der Grund für die Wieder- 
holung ist derselbe wie bei der Konstruktion der mittleren 
Proportionale, dasa nämlich die Aufgabe nun durch die 
Lehre von den Proportionalen anders ausgedrückt wird 
als früher (Teilung nach äusserem iind. mittlerem Ver- 
hältnis). 
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Satz 31 enthält die Erweiterung des pythagoreischen 
Lehrsatzes auf beliebige ahnliche Figuren über den Seiten 
eines rechtwinkeligen Dreiecks. Durch diesen Satz, der 
von Euklid persönlich hen'ühren soll, lägst sich die 
Subtraktion und Addition von Figuren bei den Fläehen- 
anlegungen in 28 und 29, wenn B als dem Rechteck cd 
ähnlieh gegeben oder ihm ähnlich gemacht ist, mit Hülfe 
eines rechtwinkeligen Dreiecks ausführen. 

In 33, dem letzten Satze des Buches, wird bewiesen, 
dass Kreisbogen und die darauf stehenden Centri- und 
Peripheriewinkel proportional sind. 

Wie man sieht, enthalten das 5te und 6te Buch die 
notwendige Grundlage für eine exakte und vollkommen 
allgemeine Behandlung solcher Aufgaben, die in unserer 
Algebra von Gleichungen des ersten und zweiten Grades 
abhängig sind, durch die Lehre von den Proportionen 
und durch diese in Verbindung mit geometrischer Alge- 
bra. Dass man wirklich diese Omndlage benutzt hat, 
das ergiebt sich aus den vorliegenden weitergehenden 
Arbeiten, wie aus der geometrisch-algebraischen Behand- 
lung der Lehre von den Kegelschnitten bei Apollonius 
und aus einer gi^ossen Menge von den Untersuchungen, 
die uns Pappus aufbewahrt hat. Dass man sich sogar 
ausdrücklich für solche algebraische Arbeit rüstete, erkennt 
man aus verschiedenen Sätzen in Euklids Data, die eine 
Menge Aufgaben — ■ von der angeführten Art und in den 
angeführten Formen — nennen, deren Lösung zweek- 
mässigerweiae während der fortgesetzten analytischen Ar- 
beit als so bekannt betrachtet wird, dass es genügt, die 
neuen Aufgaben darauf zurückzuführen. 

Was wir als eine Gleichung ersten Grades mit all- 
gemeinen Koefficient«n schreiben würden, das wird in 
den Data der allgemeinen Gültigkeit wegen als eine Pi'O- 
portion ausgedrückt. Um nur ein Beispiel statt vieler zu 
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nennen, so sagt Satz 15 der Data aus: Wenn man gegebene 
Grössen zu jeder von zwei Grössen addiert, die in einem 
gegebenen Verhältnis stehen, so stehen entweder die Sum- 
men selbst in dem gegebenen Verhältnis, oder der Über- 
schuss der einen über eine g^ebene Grösse ateht in dem 
gegebenen Verhältnis zu den anderen. Das heisst soviel, 
dass X bestimmt wird durch die Propoi-tion 

Die erste der genannten Alternativen drückt aus, dass x 
Null werden kann, namlieli wenn 

Ein negatives x wird dadurch vermieden, dass man die 
Gleichung mit der folgenden 

vertauscht. 

Wir haben bereits früher angeführt (S. 107), dass die 
Data Aufgaben enthalten, die sich unmittelbar auf Flächen- 
anlegungen zurückführen lassen. Als Beispiel für solche 
Sätze der Data, die Bekanntschaft mit Aufgaben verraten, 
die mehr- indirekt von Gleichungen zweiten Grades ab- 
hängen, seien hier 85 und 87 genannt: Wenn zwei Strecken 
unter einem gegebenen Winkel ein Parallelogramm von 
gegebener Grösse einschliessen, und die Summe oder Difle- 
renz der Quadrate über diesen Strecken gegeben ist, so 
sind die Strecken auch gegeben. Man kannte mit anderen 
Worten (unter geometrischer Form) die Lösungen der Glei- 
chungen 
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17. Kommensurable Grössen und ihre Behandlung 
durch Zahlen; Euklids 7,-9. Buch, 

Im 7ten Buche wird eine Einheit eingeführt, wo- 
durch die Grössen, die sie misst, durch ganze Zahlen 
ausgedrückt werden. In diesem und den heiden folgen- 
den Büchern werden dann ganze Zahlen, sowie ihi'e Ver- 
hältnisse und andere Verhindungen zwischen ihnen be- 
handelt. Im 7ten Buche begegnen wir für ganze Zahlen 
solchen Sätzen über Proportionen, die im 5t«n Buche 
bereite auf allgemeingültige Weise bewiesen sind. Zur Er- 
klärung dessen dient der Umstand, dass die allgemein- 
gültige Proportionslehre des 5ten Buches ziemlich neu 
und deshalb noch nicht genügend entwickelt war, um 
auf allen den Gebieten, die sie in der Wirkhchkeit um- 
fasst, zu Grande gelegt zu werden. Dadurch ist uns die 
Proportionslehre des 7ten Buches überliefert worden als 
eine Probe von der älteren Behandlungsweise, bei der 
noch keine Rücksicht auf die Möglichkeit genommen 
wurde, dass die Glieder der Verhältnisse inkommensurabel 
sein können. 

Dass die Lehre von den Verhältnissen zwischen ganzen 
Zahlen als einbegriffen in der bereits entwickelten all- 
gemeineren Lehre nicht einfach fortgelassen werden konnte, 
beruht dai'auf, dass bei den ganzen Zahlen auch noch 
andere Rücksichten zu nehmen waren, namentlich auf 
Fragen nach der Teilbai-keit und auf die Reduktion von 
Zahlenverhältnisaen auf die möglichst kleine Zahl. Das 
zeigt sieh sofort dadurch, dass für Zahlen eine neue 
Definition der Proportionalität gegeben wird, näm- 
lich in Def. 20. Nach dieser ist — = ^, wenn a und c 
b d 

entweder dieselben Viellachen, oder derselbe ahquote Teil 
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oder dieselben aliquoten Teile von b und d sind, d. h. 
wenn gleichzeitig a^m. ~ und c ^ m . — . Was die Gleich- 
heit der Verhältnisse betrifft, so enthält diese Definition 
allerdings nichts anderes, als was achon in der 5ten De- 
finition des 5ten Buches einbegriffen ist; indessen wird 
man doch bald sehen, dass durch die Art und Weise, 
wie sie gebraucht wird, eine nicht unwichtige Vorausset- 
zimg hineingebracht wird. 

In den Sätzen 1 — 3 werden die bekannten Regeln für 
die Bestimmung des gröasten gemeinschaftlichen Maasses 
aufgestellt und bewiesen. Direkt wird bewiesen, dass 
man ein gemeinschaftliches Maass erhält, und antithetisch, 
dass man das grösste erhält. In 4 wird bewiesen, dass 
man, wenn a und b ganze Zahlen sind und / ihr gi'öestes 
gemeinschaftliches Maass, immer schreiben kann a = mf, 

Ä = n/und dadurch a^m.-. Ist a < b, so ivird m> 1, 

/i>-l. -Durch diese Bestimmung werden m und n relativ 
prim. Prüft man nun auf der Grundlage dieser Bestim- 
mung, ob nach Definition 20 7-°^ 71 ^^ bringt man zu- 
gleich die Voraussetzung hinein, dass, wenn es der Fall 
ist, in c=^m.— der letzte Faktor — eine ganze Zahl ist, dass 

also n, wenn es in einem Produkt m , d aufgeht und relativ 
piim gegen den einen Faktor m ist, in dem anderen Fak- 
tor d aufgehen muss. Dieser Fundamentalsatz der Zahlen- 
theorie ist also bereits in die Vorauasetaungen hinein- 
gelegt, und es igt folglich nicht von grosser theoretischer 
Bedeutung, wenn Euklid später auf der Grundlage von 
diesen mehrere darin einbegiiffene Sätze beweist, wie in 
30 den Satz, dass eine Primzahl, die in einem Produkt 
aufgeht, in einem der Faktoren aufgehen muss. Die er- 
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wähnten Voraussetzungen sind oanieotlicli in Satz 20 be- 
nutzt, der aussagt, dass, wenn ^ = -7 und c und d so 



klein wie möglieh sind, c in a und d ra h aufgeht; dieser 
Satz bildet ein wichtiges Glied in der BeweisEührong, durch 
die man zu Satz 30 gelangt. 

Wie bekannt benutzt man in einem wirklichen Beweise für 
den genannten Fundamentalsatz den Umstand, dass, wenn a und 
b relativ prim sind, k der grösste gemeinschaftliche Faktor für k a 
und k h ist, ein Satz, der aus den Regeln für die Bestimmung des 
grössten gern ein schafth eben Faktors folgt, der aber von Euklid 
nicht mitgenommen wird. Was man bei Euklid vermisst, das ist 
ein Beweis dafür, dass die in 4 beschriebene Umformung von « 

in in . — die einzige ist, für die "i und n relativ prim sind. 

Aus dem Gesagten ei^ebt sich allerdings, dass Eu- 
klid den Grund für die Lehre von den ganzen Zahlen 
nicht so tief legt wie den fui die Geometrie und für die 
Lehre von den allgemeinen kontinuierlichen Grössen; die 
Soi^falt aber, mit der im übrigen die zahlreiche Reihe 
von wesentlich theoretischen Sätzen dargestellt und be- 
gründet wird, zeugt dennoch sowohl von einem richtigen 
Blick dafür-, dass auch die Arithmetik einer exakten Be- 
handlung bedarf, als auch von einer Benutzung dei'jenigen 
Operationen, auf deren Theorie soviel Mühe verwandt 
wird. Die di-ei arithmetischen Bücher haben jedoch keine 
so gi'osse und grundlegende Bedeutung für die Mathema- 
tik bis zu unseren Tä^en erhalten wie die vorhergehenden 
und Teile von den folgenden; deshalb wollen wir uns 
hier mit ganz wenigen Bemerkungen über ihren ferneren 
Inhalt begnügen. 

Die Lehre von den Verhältnissen im 7ten Buch wird 
der Hauptsache nach eine Darstellung der wichtigsten 
allgemeinen Sätze, die bei der Rechnung mit Brüchen 
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benutzt -wei-deo. (Deshalb haben wir auch im Gegctif^ata 
zu unserer Wiedergabe des Öten Buches die Verhältniese 
als Brüche geechrieben). 

Die fortlaufenden Proportionen, die im 8ten und 
9ten Buche behandelt werden, sind, wie wir bereits er- 
wähnt haben, die antike Form für geometi'ische Reihen, 
hier mit ganzen Gliedern. Die Verhältnisse zwischen 
Gliedern einer solchen Reihe mit vei'schiedener Stellzah! 
Bind die anöke Form füi- die verschiedenen Potenzen 
von ganzen Zahlen und Brüchen. Einzelne Sätze über 
Wurzeln entstehen durch Einschaltung von mittleren Pi'o- 
portionalen. 

Die bedeutendsten zahlentheoretischen Sätze, die er- 
reicht werden, sind die Sätze 20 und S6 des 9ten Buches. 
Im ersten wird die Unendlichkeit der Reihe der Prim- 
zahlen dadurch bewiesen, dass das Produkt der ersten 
Primzahlen + 1 entweder eine höhere Primzahl ist oder 
eine solche als Faktor enthält. Der zweite sagt aus, daas 
das Pi'odukt 

wenn der erste Faktor eine Primzahl ist, eine «voll- 
kommene Zahl» wird, d. h. eine solche, die gleich der 
Summe aller ihrer Faktoren ist. Die Richtigkeit ist leicht 
da^ethan, da — wie bereits früher (S. 147) erwähnt 
wurde — die dazu notwendige Summation von geome- 
trischen Reihen in Satz 35 i 



18. Inkommensurable Grössen; Euklids lOtes Buch. 

Wenn wir bei der Besprechung des lOten Buches, 
des umfangreichsten der Elemente, auch nicht sehr ins 
Einzelne gehen, so geschieht das nicht etwa, weil die 
darin niedergelegte Arbeit, die von Theätet 



y Google 



18. InkommeDsnrable Grössen; Euklid X. 159 

und von Euklid vollendet ist, zu wenig bedeutend sein 
sollte um unsere volle Aufmerksamkeit zu verdienen. Im 
Gegenteil rührt die Schwierigkeit, die sich uns trotz der 
Boi^fältig durchgefühi'ten Bearbeitung entgegenstellt, wenn 
wir uns einen Überblick über den Inhalt verschaffen 
wollen, davon her, das es eine heschwerhche Aufgabe ist 
ohne irgendwelche Zeichensprache zwischen den in diesem 
Buche klaseiücierten iiTationaien Grössen zu unterscheiden. 
Dass das Buch dennoch, obgleich man lange Zeit nachher 
die daraus entnommenen Klassifikationen angewandt finden 
kann, nicht eine so anhaltende historische Bedeutung hat 
gewinnen können me vieles andere bei Euklid, hat sei- 
nen Grund darin, dass weiterhin die Zeichensprache, auch 
schon auf frühen Stufen ihrer Entwickelung, einen viel 
einfacheren Überblick über die vei-schiedenen Arten irra- 
tionaler Grössen gewähi'te. Auch wir wollen uns hier 
damit begnügen mit Hülfe der Zeichensprache Auskunft 
darüber zu geben, welches die Grössen sind, die klassifi- 
eiert werden, ohne uns um die Benennungen zu beküm- 
mern, wodurch dies erreicht wird. Was diese angeht, so 
will ich nur, um direkten Misverständnissen bei Lesern 
Euklids voraubeugen, darauf aufmerksam machen, dass 
er, wenn er von «rationalens Grössen spricht, damit nicht 
nur solche meint, die mit der Einheit kommensurabel 
sind, sondern auch solche, deren Quadrate es sind, die 
also «nur in der Potenz kommensurabel sind» mit der 
Einheit. Das Wort Einheit wird hier jedoch nicht so 
ivie in zahientheoretischen Büchern gebraucht, sondern 
eine willkürlich gewählte Grösse, die als rational betrachtet 
wird, spielt in diesem Zusammenhange dieselbe Rolle wie 
eine Einheit. 

Über Kommensurabilität und Inkommensurabilität 
vergewissert man sich, wie schon früher erwähnt (S. 55), 
durch direkte Versuche das gi'össte gemeinschaftliche Maass 
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zu bestimmen. Die Inkommeiisurahilität wird daran er- 
kannt, dass diese Operation sich bis ins Unendlieiie fort- 
setzen läsat, während die suecessiven Reste bis ins Un- 
endhche oder unter jede gegebene Grenze abnehmen. 
Dieses Abnehmen bis ins unendliche wird mit derselben 
wiesenschafthchen Strenge genommen wie jede unendhche 
Annäherung bei den Alten. Das geschieht auch hier mit 
H-üKe der 4ten Definition des öten Buches, die in Satz 1 
dahin umgeformt wird, daaa man, indem mau von einer 
gegebenen Grösse mehr als die Hälfte subtrahiert, und 
von jedem folgenden Restte wiederum mehr als die Hälfte, 
schliesslich au einer Grösse gelangen kann, die unter jeder 
gegebenen Grenze liegt. Mit diesem Satz als Ausgangs- 
punkt werden zuei-st einige allgemeine Untersuchungen 
in'ationaler Grössen, ohne Rücksicht auf ihre Entstehung, 
vorgenommen, und ebenso Untersuchungen von hieraus 
gebildeten neuen irrationalen Grössen. Dann kommen 
besondere Untersuchungen über Quadratwurzehi, darunter 
auch die früher benihi'ten Untersuchungen über diejenigen 
Falle, in denen diese sieh als rational ergeben, nament- 
lich Über rationale rechtwinkelige Dreiecke. Die Formen 
für irrationale Grössen, die femer aufgestellt werden, sind 
vierte Wurzeln aus rationalen Grössen und Ausdrücke 
von der Form i> + V'iJ^ — 9. Vj*^ + S+Pi V^ + V^ 
sowie die Quadratwurzeln aus diesen Ausdrticken, oder 
richtiger, wie wir an einem Beispiel sehen werden, ge- 
wisse Umformungen dieser Quadi'atwurzeln in Summen 
oder Differenzen. Die Glieder der letzteren werden durch 
Gleichungen von der Formen «^ -j- j/^ = a, x.y=^b, wo 
a und b schon selbst eine gegebene Form haben, bestimmt. 
Ausser den Definitionen der verschiedenen Klassen 
irrationaler Grössen besteht die Arbeit, welche Euklid 
hier ausgeführt hat, im wesentlichen in Beweisen dafür, 
dass die gebildeten Grössen iiTational und im allgemeinen 
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unter einander verschieden sind. Das letztere muss mit 
einem ausdrücklichen Hervorheben der besonderen Fälle 
verbunden werden, in denen ein Ausdruck von einer der 
Formen sich auf eine einfachei-e Form reducieren oder 
sich aus Ausdräcken von einfacheren Formen zusammen- 
setzen läset. Hierher gehöi-t die bek annte Umformu ng 

des doppelt irrationalen Auedrucke T/n-i-i/n^ o^ ^'^ 

einen einfach ii-rationalen. Diese Umfoi'mung wird in 54 
und 91 beziehungsweise für -j- und — voi^nommen. 
Dieselbe Ti-ansformation wird dann in 57 und 94 an- 
gewandt, um den Ausdnick y -|- t/ p2 ^, wo q kein 

Quadrat ist, umzuwandeln in 



y£i_v5+yt 



Vi 



Auf diese Form führen die Gleichungen, die in 39 
und 76 dazu dienen, die sogenannte «grössere» und 
«kleinere» in-ationale Grösse darzustellen. Die Opera- 
tionen, wodui-ch diese und ähnliche Umformungen vor- 
genommen werden, werden allerdings in der Foim der 
geometrischen Algebra dargestellt, sind aber sachlich die- 
selben, die man jetzt in der algebraischen Zeichensprache 
ausdrücken und zur Lösung der enteprechenden Glei- 
chungen anwenden würde. 



19. Elemente der Stereometrie; reguläre Polyeder; 
Euklids Utes und 13tes Buch. 

Indem Euklid so im lOten Buche Gelegenheit findet, 
eine recht weitgehende algebraische Fertigkeit in der Be- 
handlung solcher Aufgaben zu zeigen, die jetzt durch 
wiederholte Lösung von Gleichungen zweiten Grades be 
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handelt werden, stellt er namentlich die Mittel her um 
diejenigen Grössen zu benennen, zu denen ihn die Be- 
stimmung der Seiten und Kanten bei reguläi-en Polygonen 
und Polyedern führt. Ehe er im ISten Buche hierzu ge- 
langt, muss er zuerst im Uten Buche die ersten Elemente 
der Stereometrie darstellen. 

In den ersten Sätzen, die über die Lage von Geraden 
und Ebenen gegen einander handeln, wird man sofort 
dieselben Sätze und Beweise antreffen, die sich in mo- 
dernen Lehrbüchern finden. Neben den Sätzen muss 
Euklid hier wie in der ebenen Geometrie Konstruktionen 
mitnehmen, da durch diese die notwendigen Beweise für 
die Existenz der betreffenden Figui-en geführt werden. 
Da Konstraktionen durch Ebenen nicht in der Weise vor- 
bereitet sind wie Konstruktionen durch Geraden es in 
den Postulaten des ersten Buches waren, so werden die 
Konstruktionen so weit möglich auf planimetrische zurück- 
geführt. So wird eine Senkrechte auf eine Ebene von 
einem Punkte .A ausserhalb dieser dadurch in 11 gefällt, 
dass man zuerst von Ä eine Sentirechte ^ D an eine be- 
liebige Gerade ö C der Ebene zieht und dann von A 
eine Senkrechte auf diejenige Gerade der Ebene, die im 
FuBspunkte Z> der ereten Senkrechten senkrecht auf B C 
steht. In 12 erhält man die Senkrechte in einem Punkte 
einer Ebene dadurch, dass man zuerst von einem ausser- 
halb liegenden Punkte eine Senkrechte auf die Ebene 
fällt und dann zu dieser eine Parallele durch den gegebe- 
nen Punkt zieht. 

Besonders werdön solche Sätze mitgenommen, die 
später Anwendung finden können bei Untersuchungen 
und Konstruktionen von Parallelepipeden und Polyedern, 
so in 20 und 21 die bekannten Sätze über die Seiten 
einer dreiseitigen oder einer beliebigen konvexen Ecke. 
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Demiiathtt wird die Konalruktion einer dreiseitigen Ecke 
mit gegebenen Seiten in 22 vorbereitet und in 23 au3- 
gefuhit Das geschieht dadurch, daas man auf den Schen- 
keln dieaei Winkel gleiche Stücke abschneidet, dann aus 
den '--eiten, die in den so entstandenen gleichschenkeligen 
Dreiecken diesen Wmkeln gegenüberliegen, ein Dreieck 
konstruiert und um dieses Dreieck einen Kreis beschreibt; 
der Mittelpunkt dieses Kreises ist dann die Projektion 
des Scheitelpunktes der gesuchten Ecke. Die Möglichkeit 
der KonBtmktion, wenn die Seiten den in 20 und 21 
gestellten Bedingungen genügen, wird sorgfältig bewiesen 
und dadurch dargethan, dass diese Bedingungen ausrei- 
chend sind. 

Im übrigen handelt das Buch namenthch von Pa- 
rallelepiden und von den Verhältnissen zwischen den 
Grössen von solchen, und schliesst mit der Bestimmung 
des Inhaltes eines dreiseitigen Prismas. Die Beweise für 
die Inhaltsbestimmungen leiden übrigens unter dem Mangel 
in den geometi-ischen Voraussetzungen über stereometriacbe 
Grössen, den wir früher (S. 130) besprochen haben. 

Im 12ten Buche kommt unter anderem die Bestim- 
mung des Inhaltes einer Pyramide vor, über die wir später 
in Verbindung mit den übrigen Bestimmungen, die im 
12ten Buche mitteis des Exhaustionsbeweises ausgeführt 
weMen, genauer berichten wollen. Die übrige Fortsetzung 
der Stereometrie folgt im 13ten Buch, das die Bestimmung 
der 5 regelmässigen Körper enthält, sowie die Bestimmung 
der Grösse ihrer Kanten, wenn der Durchmesser der um- 
besehriebenen Kugel gegeben is?. Hierzu sind zunächst 
einige geometrisch-algebraische Hülfssätze erforderlich, so- 
wie eine vollständigere Bestimmung der Seiten regulärer 
Polygone als diejenige ist, die die Konstroktion der Poly- 
gone im 4teii Buch unmittelbai- giebt. 
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Die ersten Sätze lassen eich in der Zeicheiispraehe 
der jetzigen Algebra folgendere aesen ausdrücken: Wenn 
X und y die Abschnitte der stetig geteilten Strecke a sind, 
und IE > j, so ist 
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Hieraus wird in 6 gcaohlossen, dass x und y unter 
die Art von irrationalen Grössen gehören, die im lOten 
Buche den Namen «Apotomen» erhalten haben. 

Darauf folgen einige Sätze über die Seiten regelmäs- 
siger Fünfecke, Sethsecke und Zehneckc. Unter diesen 
ist in 10 ein elegantei Beweis dafüi' beachtenswert, dass 
von den drei genannten Vielecks selten die erste Hypote- 
nuse, die beiden indeien Katheten eines rechtwinkeUgen 
Dreiecks sind In 11 wud dann auf Grandlage geome- 
trischer Betrachtungen eine Berechnung der Fünfecksseite 
vorgenommen, wenn der Durchmesser d des umbeschriebe- 
nen Kreises gegeben ist, Euklids eigene Bestimmung 
führt geradezu dahin, daas die Seite auf die Weise be- 
rechnet werden muss, die wir durch den Ausdrack 
d 1/5 1 "' 
2 V 2 



-- ys angeben, aber da Euklid die Mittel 



fehlen einen solchen Ausdrack aufzustellen, so begnügt 
er sich damit den Satz auszusprechen, dass die Fünfecks- 
seite, wenn d rational ist, irrational wird von der Form, 
die er im lOten Buche «kleinere Irrationale» genannt 
hat, und seine wirkliche Bestimmung als einen Beweis 
für diese Behauptung zu gestalten. Dass der Beweis so 
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weitläufig wird, beruht darauf, dass ausdrücklich nach- 
gewiesen we]'den muss, dasa die doppelte Irrationalität 
sich nicht auihebeii lässt, denn in solchem Falle würde 
die irrationale Grösse zu einer anderen Klasse gehören. 

In 12 wird die Dreieeksseite bestimmt, und in 13 
wird ein reguläres Tetraeder konstruiert und gezeigt, dass 
die Kante k gleich d Vf ist, wenn d den Durchmesser 
der umbeschriebenen Kugel bedeutet. 

In 14 wird ein reguläres Oktaeder konstruiert und 
nacl^wiesen, dass k^^dy^. 

In 15 wird ein reguläres Hexaeder konstruiert und 
nachgewiesen, dass k^^d}/^. 

In 16 wird ein reguläres Ikosaeder konstruiert und 
durch Ausführung der wirklichen Berechnung gezeigt, dass 
die Kante eine «kleinere Irrationale» ist. 

In 17 wird ein reguläres Dodekaeder konstruiert und 
durch Ausffihi'ung der wirklichen Berechnung bewiesen, 
dass seine Kante unter die irrationalen Grössen gehört, 
die Äpotomen genannt werden, 

18 zeigt an einer und derselben Figur die Konstruk- 
tionen der vei-schiedenen Kanten. Diese Figur wird be- 
nutzt um sie unter einander zu vergleichen. 

Die Konstruktionen zeigen, dass die 5 regulären 
Polyeder wirklieh existieren. Im Schlusssatae des Buches 
wird der Beweis hinzugefügt, dass sie die einzig mög- 
lichen sind. 

Die meisten Ausgaben von Euklid enthalten noch 
ein sogenanntes 14tes Buch, das von dem etwas späteren 
Mathematiker Hypsikles herrührt, und ein gewiss viel 
jüngeres IStes Buch. Man hat sie als Anhänge zum 
Euklid aufgefasst, weil sie ebenso wie dessen letztes 
Buch von regulären Polyedern handeln. Das Buch des 
Hypsikles ist in der That eine weitergehende Behand- 
lung dieses Gegenstandes. Als Beispiel für die darin 
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enthaltenen Sätze mag der angeführt werden, dass die 
um die Seitenflächen eines reguläi-en Ikosaeders und Do- 
dekaeders beschriebenen Kreise gleich gi'oss werden, wenn 
die beiden Polj'feder in dieselbe Kugel beschrieben sind. 
Als Specialuntersuchung gehört dies Buch e^entlich gar 
nicht unter die Elemente, aber es ist ein hübsches Bei- 
spiel für die Untersuchungen, mit denen sich die Mathe- 
matiker der alesandrinisohen Zeit beschäftigten. Nach 
der Vorrede bildet es die Fortsetzung ähnhcher Unter- 
suchungen, die von dem grossen Geometer Äpollonius 
herrühren. 

In diesem Zusammenhange wollen wir auch noch 
eine andere Arbeit nennen, die sich an die Untersuchung 
regulärer Polyeder angeschlossen hat, nämlieh Archi- 
medes' Bestimmung von halbregulären Polyedern, 
d. h. von solchen, die von regulären Polygonen verschiedener 
Art begrenzt werden. In einer Arbeit, die verloren ge- 
gangen ist, von der uns aber Pappus berichtet, fand 
Archimedes, dasa es 13 solcher Körper giebt, 



20. Der Exhaustionsbeweis; Euklids I2tes Buch. 

Wesentlich dieselben Mittel, durch welche er in der 
Lehre von den Proportionen eine exakte Behandlung auch 
von solchen Grossen erreichte, die sich nur näherungs- 
weise durch rationale Zahlenverhältnisse bestimmen lassen, 
brachte Eudoxus auch in Anwendung für die exakte Be- 
stimmung solcher Grössen, die als Grenzwerte für eine 
unendliche Annäherung entstehen, und für das Operieren 
mit ihnen. Die Methode, die er erfand um diese Grenz- 
werte sicher zu stellen ohne direkten Gebrauch von dem, 
damals von den Mathematikern in den Bann gethaneu, 
äe zu machen, hat so bestimmte For- 



y Google 



20. Der Eshaustioasbeweis; Euklid XII. 187 

men, dass sie ihren eigenen Namen verdient. Wir wollen 
den Namen gebrauchen, den man ihr im 17ten Jahr- 
hundert gegeben hat, und sie den Exhanstionsbeweis 
nennen. Dieser wird auf der Voraussetzung aufgebaut, 
die in der 4ten Definition des 5ten Buches aufgestellt ist, 
oder gewöhnlich mehr unmittelbar auf dem daraus ab- 
geleiteten Satz 1 des loten Buches, dass man, wenn 
man von einer Grösse die Hälfte oder mehr als 
die Hälfte wegnimmt und diese Operation eine hin- 
reichende Anzahl von Malen wiederholt, schliess- 
lich zu einer Grösse gelangen kann, die kleiner 
ist als irgendwelche gegebene Grösse derselben 
Art. (In der modernen Sprache: Lima .ß .y . . . =0, 
wenn a, ß, ,...<». 

AVir wollen den Exhaustionsbeweis kennen lernen aus 
seiner ersten Anwendung bei Euklid, wo er in XII, 2 
benutzt wird um zu beweisen, dass die Flächen zweier 
Kreise sich wie die Quadrate ihrer Durchmesser verhalten. 
Im vorhergehenden Satz 1 ist bewiesen, dass ähnhche 
einbeschriebene Polygone sich wie die Quadrate ihrer 
Durchmesser verhalten. Man kann dann, wenn man sich 
kurz ausdrücken will, sagen, dass der Beweis für 2 darin 
besteht, die Kreise als Grenzen für solche Polygone zu 
betrachten. Die Zuverlässigkeit dieses Grenzüberganges 
wird durch den Exhaustionsbeweis gewährleistet. Die 
hierzu dienende Anwendung von X, 1, welche erst im 
Beweise selbst vorkommt, läuft in diesem Falle darauf 
hinaus, dass man in einen Kreis ein Polygon mit so 
vielen Seiten beschreiben kann, dass die Differenz zwischen 
diesem und dem Kreise kleiner wird als hgendwelche 
g^bene Grenze. Die Dreiecke, die man bei einer Ver- 
doppelung der Seitenzahl von den Segmenten abzieht, 
aus denen diese Differenz besteht, sind nämlich halb so 
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gi'oss wie Rechtecke, die diese Segmente ganz enthalten, 
also selbst grösser als die Häifte der Segmente, 

Um iiTin, wenn A und B die Kreise, a und b ihre 
Radien sind, zu beweisen, dass 



a^ -.h^^A'-C. 

Um zu präfen, ob es dann möglieh ist, dass C<.B, 
beschreibt man in A und B ähnliche, reguläre Polygone 
A' und B" mit so vielen Seiten, dass B — B <,B— C, 
also S ':> C Dann müsste man haben 

das ist aber unmöglich, da ^4 >■ A. aber C < ß'. 

Der Fall, *vo C >• ß, wird auf den vorhergehenden 
zurückgeführt, da man aus C> ß würde ableiten kön- 
nen, dass 

Ö*:rt2 = C;^ = ß:i), 
wo D<A. 

Es ist klai', dass derselbe Beweis immer, wenn vaii- 
ierende Grössen A! und S die Grenzwerte A und B 
haben, und das Verhältnis A' : S einen konstanten Wert 
hat, benutzt werden kann um darzuthun, dass das Ver- 
hältnis A : B denselben Wert hat. Wenn im besonderen 
A' = B', so giebt das A^B. Die Alten stellen jedoch 
nicht, so wie man es in der modernen Lehre vom Un- 
endlichen thun würde, diesen Satz ein für allemal auf, 
denn das würde ebensoviel sein, als wenn sie solche Be- 
grifie wie unendliche Annäherung erklären und dadurch 
anerkennen wollten; vielmehr wiederholen sowohl Eu- 
klid wie später Arehimedes dieselben Beweisfoimen 
jedes einzelne Mal, wo sich Verwendung dafür findet. 
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Bereits in Satz 5, in dem bewiesen wird, dass zwei 
dreiseitige Pyramiden von derselben Höhe sieb wie die 
Grundflächen verhalten, bat Euklid Gelegenheit die an- 
geführte Beweisführung zu wiederholen, nachdem er in 
3 und 4 bewiesen hat, dass die Voraussetzungen für ihre 
Anwendbarkeit vorhanden sind. Das geschieht dadurch, 
daes eine dreiseitige Pyramide, wie in nebenstehender Fi- 
gur, durch die Ebenen EFG, BGIHmwA EHK, die 




durch die Mitten von 3 oder 4 Kanten gelegt sind, zer- 
legt wird in zwei ihr ähnliche Pyramiden von halb so 
grossen linearen Dimensionen, und in zwei Prismen, von 
denen sich mit Hülfe der Sätze des vorhergehenden Buches 
zeigen läsat, dass sie gleich gross sind, und von denen 
das eine dieselbe Höhe und Grundfläche hat wie eine 
der kleinen Pyramiden. Teilt man nun wieder jede von 
den kleinen Pyramiden auf dieselbe Weise, und fährt 
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man damit fort, so wird man auf diese Weise als Kähe- 
rungsweiie für die Pyramide die Summe dei- 2 ersten, 
der 4 folgenden, der 8 folgenden u. s. w. Prismen er- 
halten. Man sieht, dass die Prismen, die man jedesmal, 
wenn man zu einer neuen Annäherang übergeht, von der 
I^ramide foiinimmt, mehr als die Hälfte von dem be- 
tragen, was übrig bleibt; die beiden kleinen Pyramiden, 
die bei der Teilung einer Pyramide entstehen, sind näm- 
lich kleiner als die beiden Piismen, da sie sich so legen 
lassen, dass sie nur Teile von diesen ausmachen. 

Hat man nun zwei Pyramiden, A und B, von der- 
selben Höhe, und benutzt man als Näherungswerte für 
diese die Prismeneummen A' und 0, die dadurch gebildet 
werden, dass man bei beiden Pyramiden gleich weit in 
der Teilung gegangen ist, so kommt es (in 4) nur darauf 
an zu zeigen, dass A' : B" gleich dem Verhältnis zwischen 
den Gmndflächen (Fund G) ist. Das ergiebt sich, wenn 
wir für die beiden Pyramiden die Summen der beiden 
ei-ßten Piismen w^ und v^ nennen, die der 4 bei der fol- 
genden Teilung entstehenden u^ und v^, die der 8 näch- 
sten Mg und Dg u. s. w., durch den Beweis, dass 
F: G = u^ ■ ü^^u^ : D^^Us : 0^ . . . = A' : B\ 

Der Exhaustionsbeweis liefert dann in 5, dass 
A:B = F:G. 

Die Bedeutung des hier benutzten Verfahrens erkennt 
man am besten, wenn man beachtet, dass der Satz 3 die 
Bedingungen Hefert, die nach X, 1 gewährleisten, dass 
A^=u^-\-u^ -\-u^-\- u. s. w. bis itis Unendliche. 

Diese Betrachtung ruft den Wunsch hervor, die kon- 
vergente Reihe genauer zu untersuchen. Man sieht nun 
leicht, und teilweise wh-d das auch von Euklid m XII, 4 
benutzt, dass jedes von den beiden gleich grossen Pi-ismen 
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in u, zweien von den 4 gleich gi-oeaeu Piismen in u^ 
ähnlich ist, und so fort, woraus sich ergiebt, dass «2 = | «i, 
^'ä^i Mg u. s. w., oder daas 

wenn Mq ein Prisma bedeutet von derselben Höhe und 
Grundfläche wie die Pyramide P. Fni die Richtigkeit 
dieses Satzes lässt sich leicht ein Exhaustionsbeweis 
führen. 

Dieses Verfahren wendet Euklid allerdings nicht an. 
Wenn wir es nichtsdestoweniger für wert gehalten haben, 
es hier anzuführen, wo wir nicht nui- die Verfahrungsai-ten 
Euklids, sondern überhaupt die der Alten kennen lernen 
wollen, so geschieht das deshalb, weil Archimedes 
wirklich, wie wir bald erwähnen werden, ganz die- 
selbe Summation einer unendlichen Reihe an- 
wendet um die Fläche eines Farabelaegmentes zu finden. 

Statt dieser Summation wendet Euklid in Satz 7 
die bekannte Teilung eines dreiseitigen Piismas in drei 
Pyramiden an, um den Inhalt der dreiseitigen Pyramide 
zu finden. Es ist überflüssig, beim Übergange zu mehr- 
seitigen Pyramiden, sowie beim Übergänge von Pi-ismen 
und Pyramiden, zu Cylindern und Kegeln zu verweilen; 
der letztere wird mit Hülfe des Exhaustionsbe weises voll- 
zogen. 

Schwieriger ist der in 18 hergestellte Beweis dafür, 
dase zwei Kugeln sieh wie die Kuben der Radien ver- 
halten, denn hier kann man nicht so einfache Näherangs- 
wei-t« bilden wie bei den Kreisflächen. Als Vorbereitung 
dafür wird die Aufgabe (17) gelöst: in eine Kugel ein 
Polyeder zu beschreiben, das eine kleinere koucentrische 
Kugel ganz umsehheest. Diese Aufgabe wird folgender- 
massen gelöst. In einen gi-össten Kreis der grösseren 
Kugel (wir wollen ihn Äquator nenneo) wird ein reguläres 
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Polygon von gerader Seitenzahl (2 n) so beschiieben, daea 
es den in derselben Ebene liegenden gi'öesten Kreis der 
kleineren Kugel ganz umsehliesst. Dai'aui wird in den 
Äquator der gi-ossen Kugel ein reguläi'es Polygon von 
doppelt so vielen Seiten (4 n) beschrieben. Durch dessen 
Ecken und den Pol des Äquators werden neue grösste 
Kreise (Meridiane) gelegt, welche vom Schnittpunkt mit 
dem Äquator an in ebenso viele Teile (4 n) wie der Äquator 
geteilt werden. Die Teilpunkte werden dann Eckpunkte 
des gesuchten Polyeders sein, dessen Seitenflächen Tra- 
peze und Dreiecke werden, von denen die Dreiecke um 
die Pole heram liegen. Aus Euklids vollständigem Be- 
weise geht hervor, dass er diese Lösung hat geben wollen, 
wenn es auch nicht diese, sondern eine andere unrichtige 
Lösimg ist, die in dem nun vorliegenden Text« dem Be- 
weise vorangeht. 

Hier hat man allerdings nicht eine Reihe JSTäheruugs- 
werte für die Kugeln, aber der Exhaustionsbeweis lässt 
sich dennoch wie früher führen. Sind nämlich A und ö 
die gegebenen Kugeln, a und b ihre Radien, und ist C 
eine au B koncentrische Kugel bestimmt durch die Glei- 
chung 

A: C = a^:b^, 
so kann man, wenn C < ü, in B ein Polyeder B' be- 
schreiben, d^ C ganz umschlieest, und in A ein diesem 
ähnliches Polyeder A'. Diese werden dann ebenso be- 
nutzt wie die Grössen, die wir- in dem früher geführten 
ExhaustionsbeweiÄc A' und B' genannt haben. 

Um zu voller Klarheit über den logischen Wert des 
Exhaustionebeweisee zu gelangen, wird es nütdich sein, 
ihn mit modernen Arten der Betrachtung zu vergleichen. 
Wenn auch die Alten solche Auedrücke wie Grenzwert 
einer unendlichen Annäherung durchaus venneiden, so 



y Google 



20. Der Exhausüousbeweis; Euklid XII. 173 

sind es dennoch, wie schon angefühi^t, in der That solche 
Weite, die man durch den Eshaustionabeweis bestimmt. 
Es ist eogai' der exakte Grenzbegriff, der der ganzen 
Untereuchung zu Grunde gelegt wird, da verlangt wird, 
daas die (endliehe) Annäherung so weit soll gebracht 
werden können, dass die Abweichung des Näherungswertes 
vom Grenzwerte kleiner wii^d als jede gegebene Grösse. 
Der Exhaustionsbeweis ist ein exakter, antithetischer Be- 
weis für die Eindeutigkeit dieser Bestimmuugsart, oder 
dafür, dass zwei Grössen, die auf diese Weise Grenzen 
für dieselben Näherungswei-te werden, gleich gross sind. 
Er ist ein notwendiges Glied in jeder voliständigeu Infini- 
tesimaluntersuchung, und zudem ist er nichts anderes als 
em solches Glied, weshalb man sagen kann, dass da, wo 
es einen Exhaustionsbeweis giebt, auch eine Infinitesimal- 
unteisuchung vorhanden ist, nämlich die, die zu dem 
Resultat fuhrt, dessen Richtigkeit hinterher bewiesen 
wild 

Die Infinitesimaluntersuchungen, die man bei den 
alten Autoren da findet, wo sie den Exhaustionsbeweis be- 
nutzt haben, lassen sich auch auf bestimmte von den infini- 
tesimalen Methoden zurückführen, die man jetzt anwendet. 
So kann man sagen, dass nicht nur die Pyramiden bei 
Euklid XII, 5 und das Parabelsegment bei Archimedes, 
sondern auch die Kreise im Satze XII, 2 durch konver- 
gente Reihen bestimmt sind, und Archimedes benutzt, 
wie wir sehen werden, solche Summen von unendlich 
vielen unendlich kleinen Grössen, die wir jetzt bestimmte 
Integrale nennen. Der Exhaustionsbeweis macht die An- 
wendung von diesen vollkommen exakt. Die Alten gehen 
jedoch in den überheferten Schriften so ganz darin auf 
diese Exaktheit in jedem einzelnen Falle sicher zu 
stellen, dass kein Raum dafür bleibt diejenigen Methoden, 
die sie benutzen um die Resultate zu finden, über den 
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augenblicklichen Bedarf hinaus zu enttvickeln und anderö 
neue Methoden zu bilden. 

Ala im 17ten Jahi'hundert die Infinitesimalunter- 
suchungen namentlich im Anschluss an Archimedea' 
Schriften wieder aufgenommen wurden, kam ee haupt- 
sächlich dai'aiif an, nicht nur seine Begi'ünduiig der Re- 
sultate zu verstehen, sondern zugleich zu sehen, wie diese 
und neue sich finden liessen, also Methoden hierfür zu 
entwickeln. Man fuhr jedoch foi-t die nach und nach 
gewonnenen Resultat« zum grossen Teil entweder durch 
wiederholte Anwendungen des Exhaustionsbeweises sicher 
zu stellen, oder ihnen doch Zutrauen zu verschaffen durch 
die Bemerkung, dass dieser Beweis sich würde benutzen 
lassen. So verEuhr z. B. Fermat, und man fuhr sogai' 
damit fort, nachdem die DiHerentia!- und Int«gralreeh- 
nung durch Newton und Leibnitz begründet worden 
war. Als man sich allmählich mehr in die Benutamig 
der Methode zur Auffindung neuer Resultate vertieft und 
sich im Umgehen mit unendlich kleinen Grössen Routine 
erworben hatte, vergass man jedoch oft die logische Sicher- 
stellung, die der Exhaustionsbeweis zu geben bestimmt 
war. Man betrachtete unendlich kleine Grössen als hin- 
reichend definiert durch ihren Namen, und es konnte 
wohl vorkommen, dass einer sich soweit vergass, eine 
Grösse als durch eine unendliche Reihe definiert zu be- 
trachten, ohne sich von ihrer Konvergenz überzeugt zu 
haben. 

Ei'st in unserem Jahrhundert haben die Forderangen 
nach Exaktheit, denen die Alten durch den Exhaustions- 
beweis genügten, wieder volle Anerkennung gefunden. 
Man erfüllt sie eben dadurch, dass man für die Existenz 
und Eindeutigkeit der Grenzwei-te solche Beweise führt, 
die im wesentlichen mit dem Exhaustionsbe weise zu- 
sammenfallen. Nur führt man diesen jetzt — und dass 
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man das kann, deuteten wir bereits bei der ersten An- 
wendung des Exhauetionsbeweises an — ein füt alle- 
mal oder wendet ihn doch nur an bei der Behandlung 
so allgemeiner Begriffe, wie es die Summe einer unend- 
lichen Reihe oder ein bestimmtes Integi'al sind, wahrend 
man ihn im Altertum iür jede einzelne Anwendung wieder- 
holte. 

Eine nicht unwesentliche Form Verschiedenheit, die 
aUerdinga die Stringenz der Schlüsse unberähi-t lässt, aber 
von dem verschiedenen Ausgangspunkt herrührt, ist jedoch 
vorhanden zwischen der Behandlung dieser Fi-^en im 
Altertum und in der Gegenwart. Sie trat bereits hervor, 
als im allgemeinen die Rede war von der Kontinuität der 
Grössen. Das Vorhandensein dieser wurde von den Alten 
unmittelbar vorausgesetzt durch die geometrisch dar- 
gestellten Grössen in Euklids vier ersten Büchern, und 
erst hinterher lernt man im 5ten Buche arithmetische 
Mittel kennen, die sieh auch benutzen lassen um Grössen 
zu vergleichen, die nicht kommensurabel sind. Nun da- 
gegen stellt man vielmehr diese arithmetische Grössen- 
bestimmung an die Spitze und wendet sie erst nachher 
an aui die mehr empirischen, kontinuierlich variierenden 
Grössen. Ebenso wird man jetzt oft den konvergenten 
arithmetischen Nähemngsprocess, diu'ch den die Fläche 
einer ebenen Figur, z. B. eines Kreises, oder ein Volumen, 
z. B. einer Pyramide, bestimmt wird, voranstellen und 
als Definition für Flächeninhalt oder Volumen benutzen. 
Die Alten dagegen betrachteten jede ebene Fläche und 
jedes Volumen als definiert durch die allgemeinen Grössen- 
axiome, die wir in Euklids erstem Buche kennen gelernt 
haben. So wurde der Satz, dass der Ki-eis grösser ist 
als jedes einbeschriebene und kleiner als jedes urabeschrie- 
bene Polygon, eine unmittelbare Folge des 8ten Axiomes. 
Ans den Axiomen des ersten Buches wurden die Nähe- 
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ruogsprocesae abgeleitet, die damals für die Bestimmungen 
angewandt wurden nnd jetzt füi die Definitionen ange- 
wandt werden. Die Übereinstimmung besteht darin, daaa 
man damals ebenso wie jetzt sichere Beweise für die 
Konvergenz dieser Processe verlangte. 

Die allgemeinen GrÖssenaxiome reichen mdessen nicht 
aus, wenn es darauf ankommt die Länge einer krummen 
Linie oder den Inhalt einer krummen Fläche zu bestim- 
men. Deshalb hält man es jetzt für besonders notwendig, 
di^e Begriffe durch eben den Näherangsprocess zu defi- 
nieren, durch den die Grössen faktisch bestimmt werden 
Es zeigt sieh, daas wenigstens Archimede« fui die hiei 
berührte Schwierigkeit ein offenes Auge gehabt hit Ei 
sucht ihr. nicht abzuhelfen durch formelle Definitionen 
der genannten Begriife, sondern statt dessen stellt ei nach 
Weise der Alten ausdrücklich die Voiiussetzungen auf 
^ postuliert sie — , die er aussei deii allgemeinen 
Voraussetzungen über Grössen in den Nabenangspiocessen, 
wodurch die Grössen bestimmt werden, und m den Be- 
weisen füi- die Konvergenz dieser Processe anwendet 
Diese Voraussetzungen werden als Postulat e zu ^seiner 
Schrift über die Kugel und den Cylindpi autgestellt bie 
sagen aus, dass 

1) die gerade Linie der kürzeste Weg ziviachen zwei 
Punkten ist; 

2) dass von zwei Linien zwischen denselben Punkten, 
die ihre Konvexität nach derselben Seite wenden, die 
äussere die grössere ist; 

3) dass eine ebene Fläche kleiner ist als eine knamme 
von demselben Umkreis; 

4) dass von zwei krummen Flächen mit demselben 
(ebenen) Umkreis, die ihre Konvexität nach derselben 
Seite wenden, die äussere die grössere ist. 
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Es ist offenbar ein 50sa Verständnis, wenn man zu- 
weilen in dem ei-et«n von diesen Postulaten — aus seinem 
Zusammenhang herausgerissen — eine Definition der 
geraden Linie hat sehen wollen. Vielmehr dient dieses 
und das folgende zur Definition der Länge einer krummen 
Linie, die beiden letzten zur Definition des Inhaltes einer 
krummen Fläche. Dass diese indirekten Definitionen 
ausreichend sind, zeigt sich dadurch, dass sie sich 
wirklich für die Bestimmungen verwerten lassen. Dagegen 
enthalten 2 und 4, die sicherlich nicht ganz entbehrt 
werden könnten, etwas mehr als streng notwendig ist. 

Nachdem wir nun auch hier die allgemeinen Prin- 
cipien kennen gelernt haben, die Archimedes benutzte 
um seine infinitesimalen Bestimmungen mittels des Ex- 
h aus tionebe weises sicher zu stellen, können wir uns im 
Folgenden damit begnügen die Zerlegungen, wodurch die 
Bestimmungen auagefühi't wurden, und die dadurch er- 
reichten Resultate anzugeben, ohne dass es nötig wäi-e 
auf die Einzelheiten der strengen Beweisführung einzu- 



21. Infinitesimale Bestimmungen bei Arciiimedes. 

Obgleich die ausserordentlichen Verdienste des Ar- 
chimedes sich auch auf anderen Gebieten zeigen, die 
zum Teil schon beräbrt sind oder später erwähnt werden 
sollen, 80 tritt uns seine schöpferische Kraft dennoch vor 
allem entgegen sowohl in den infinitesimalen Unter- 
suchungen, für die Eudoxus schon eine so zuverläs- 
sige Grundlage geschaffen hatte, als auch in der Lehre 
vom Gleichgewicht, von der man vor Archimedes 
keine exakte Behandlung kennt. In diesen Untersuchungen 
hat er vielfach Gelegenheit sich ausser mit der elemen- 
12 
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taren Mathematik auch mit der Lehre von den Kegel- 
schnitten vertraut zu zeigen, so vertraut, dass er sogar 
Schnitte an solchen Flächen behandeln kann, die durch 
Umdrehung von Kegelschnitten entstanden sind. Da wir 
jedoch über die griechische Lehre von den Kegelschnitten 
am liebsten im Zusammenhange reden wollen, so wollen 
wir in unserer sonstigen Besprechung von Archimedes' 
Arbeiten nur jedesmal die Eigenschaften der Kegelschnitte 
erwähnen, die er gerade benutzt, ohne vorläufig zu unter- 
suchen, woher er sie kennt. 

Wir wollen unsere Mitteilungen über Archimedes' 
infinitesimale Untersuchungen mit der Schrift über 
die Quadratur der Parabel beginnen, weil wir in dieser 
Schrift ausnahmsweise erfahren, wie Archimedes von 
Anfang an zu seinem Resultat gelangt ist, und weil dies 
Resultat naturgemäss den Anstoss zu den damit verwandten 
Untersuchungen in anderen Schriften gegeben haben kann. 

Archimedes nemit den Weg, auf dem er zuerst die 
Flä«he des Segmentes gefunden hat, das von einem Pa- 
rabelbogen und seiner Sehne begrenzt wIimI, mechanisch, 
weil er sich auf die Sätze von statischen Momenten und 
vom Schwei-punkt des Dreiecks stützt, die in seinem Buche 
über das Gleichgewicht ebener Figuren, das später be- 
sprochen werden soll, dargestellt werden. Die Untersuchung 
lässt sich kurz folgen demiassen wiedergeben: Nimmt man 
die Sehne A C (deren I^änge wir a nennen wollen) zur 
Absciseenaxe und den durch den einen Endpunkt A der 
Sehne gehenden Parabeldurchmesser A G zur Ordinatenaxe, 
bezeichnen ferner x und y die Koordinaten eines Punktes 
E der Pai-abel, y^ die der Abscisse x entsprechende Ordi- 
nate ZL der Tangente CG im änderten Endpunkt der 
Sehne, dann ist — was Archimedes zuerst aus den da- 
mals bekaimten Sätzen über die Parabel ableitet — 
a.!j = x.!j^. 



yGoosle 



21. Infinitesimale Besfimmungen bei Archimedes. 



179 



Die Ordinate y^ liat deshalb in der Lage, die sie wirklich 
einnimmt, dasselbe Moment mit Bezug auf die Linie A G, 
wie die Ordinate y haben würde, wenn man sie parallel 




mit sicli selbst nach C verlegte. Dm'ch eine Teilung der 
Figur in Streifen mittels Parallelen zur Ordinatenaxe und 
durch eine Anwendung des Exhaustionsbeweises, die am 
ehesten einer vollständigen Begründung des Satzes ent- 
spreclieu wüi'de, dass 



a\ ydx=\ !j^ 
t/ Ü «/ 






beweist Archimedes dann, dass das Moment des in C 
angebrachten ganzen Pacabelsegmeiites mit Bezug auf A G 
dasselbe ist wie das Moment des Dreieclss A CG va seiner 
natürlichen Lage. Da nun der Abstand des Schwerpunktes 
des Dreiecks AC G von A G ein Drittel von demjenigen 
des Punktes C ist, so wird das Segment ^ vom Dreieck 
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A C G oder | des Dreiecks, das von der Sehne und den 
Tangenten in ihren Endpunkten begrenzt wird. [Bei der 
genaueren ÄusEühi'ung hiervon denkt Archimedes sich 
die Parabel in dem anderen Endpunkt eines gleichai'migen 
Hebels mit dem Unterstützungspunkte in A aufgehängt]. 
Ungeachtet der strengen Durchführung dieses Beweises 
fijgt Archimedes dennoch einen anseerordentUch hüb- 
schen geometi'i sehen Beweis hinzu. Ist AEBFC das 
Segment und BD der Durohmesser, der die Sehne A C 
halbiert, so wird zuerst das Dreieck A BC in das gegebene 
Segment beschrieben, darauf die Dreiecke A ED und 




BFC in die 

Dreiecke in die neuen Segmente u. s. w. Dann ergiebt 
sieh leicht, dass jedes Dreieck (wieAEB) in einer neuen 
Reihe von Di'eiecken gleich ^ eines Dreiecks (wie ABC) 
in der vorhergehenden Keihe ist. Da in jeder neuen 
Reihe doppelt so viele Dreiecke wie in der vorhergehenden 
sind, so erhält man 

Segment A B C = [l -\- ^ + i^)^ + . . .] A ABC 
= ^AABC. 

Der Beweis wird — wie in unserer Besprechung von Eu- 
klids 12tcm Buche berührt wurde — als ein Exhaustions- 
beweis durchgeführt. 
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Während Arehimedea' geometrieehe Quadratur der 
Parabel faktisch auf der Summation einer unendlichen 
Reihe beruht, haben wir in unserer Wiedergabe der «me- 
chanischen» BeBtimmung das Int«gi'alzeichen benutat um 
eine Zerlegung in Stücke, die sämtlich gleichzeitig bis ine 
Unendliche abnehmen, zu bezeichnen. Archimedes' Be- 
handlung kann hier jedoch nicht eine Integration genannt 
Averden, sie dient im Gegenteil dazu, eine Integration zu 
vermeiden, da sie nur die vorliegende Untersuchung auf 
eine andere zurückführt, deren Resultat vorher schon ohne 
Integration gefunden war, nämlich auf die Bestimmung 
des Schwerpunktea eines Dreiecks. 

Von wirklichen Integrationen lässt sich dagegen 
reden in den Schriften über die Spiralen und über 
Konoide und Sphäroide. Archimedes stellt dort 
nämlich Sätze auf, die genau unseren Formeln 

entsprechen, und wendet diese auf unter sich verschiedene 
geometrische Bestimmungen an, die man jetzt — mit 
Ausnahme der bei jeder einzelnen Frage wiederholten 
Anwendung des Exhaustionsbeweises — auf dieselbe Weise 
mit Hülfe der angeführten Integralformeln ausführen würde. 
Diese Sätze, von denen der erste in der Einleitung zu der 
Schrift über Konoide und Sphäroide angeführt wird, der 
zweit« in einem Zusatz zu Satz 10 über die Spiralen, 
sind folgende; 

^h<h-\- 2h-\-Zh-\- ... +nh<-"' %^ K 
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Der erste ergiebt sich unmittelbar durch eine Summa- 
tion der GÜeder einer arithmetischen Reihe (Difierenz- 
reihe), die sicher schon lange bekannt gewesen ist. Der 
zweite beruht aut einer im Hauptsatz 10 a«sgefülu-teii 
Summation der betreffenden Reihe. Archimedea findet, 
dass 

3 [ft* + (2 h)^ + (3 ft)H- ■ . ■ + {n A)^] = 
(n + 1) (« Ä)ä + A (A -I- 2 A H- 3 A + . . . + « A). 

Der Beweis, in dem h, 2h u, s. w. durch Sti-eclcen 
dai'gestellt werden, läset sich, wenn wir h als Einheit be- 
trachten und die gesuchte Summe der Quadrate s nennen, 
folgendermassen wiedergeben: 

{n + 1) «^ = «^ + [{/i - 1) + 1]« + [(« — 2) + 2]^ + . . . 

+ [2 -\-in-n'' + [1 +(''- 1)]' + "' 

= 2.s+2.(n-l)+4(/i — 2)-|-(i.(«-3)+... 

4-2(«-l).l. 

Addioi-t man hierzu 

(n-f/i-l-h« — 2-i-,.. + l), 
so erhält man 
2s+rt + 3.(n-l) + 5.(«-2)+... + (2/i-l).l. 

Dass diese Grösse genau gleich 3 s ist, geht aus der 
Summation der folgenden Gleichungen hervor, deren Rich- 
tigkeit aus der Formel für die Sunnme der Glieder einer 
Differenzreihe folgt: 

(„ — 2)^=« — 2-|-2(n — 3 + /J-4 + ... + 1) 



Diese Summation ist ein wertvolles algebraisches 
Nebenprodukt von Archimedes' Untersuchung, 
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Die Anwendung, die Archiinedes hiervon in seiner 
Schrift Über die Spiralen macht, ist die Berechnung eines 
Sektors einer archimedischen Spirale r = a .i1. Die Fläche 
eines solchen ist 



^s:y»-M:y 



wird also durch die letzte der beiden angeführten Inte- 
gi-ationen gefunden. Arehiraedes bestimmt das Ver- 
hilltnis zu einem Kreissektor mit dem Radius r, und 
erreicht dies durch Teilung des Winkele i?^ — ^^ und 
dadurch zugleich der Sektoren, durch Konstruktion von 
Kreiesektoi'en, die von Spiralsektoren eingeschlossen werden 
und diese umschliessen, durch Vergteichung mit diesen 
Kreissektoren, und durch Anwendung des Exhaustions- 
be weises. 

Als Konoide werden teile Umdrehungsparaboloide 
bezeichnet, teils Umdrehungshyperboloide mit zwei Netzen, 
von denen jedoch nur das eine benutzt wird. Sphäroide 
sind ümdrehungsellipsoide. In der Schrift über diese 
Arten von Flächen bestimmt Archimedes das Volumen 
von Segmenten, die von einer solchen Fläche und einer 
beliebigen Ebene begrenzt werden. Archimedes ist im- 
stande die Beschaffenheit eines willkürlichen ebenen 
Schnittes an einer aolchen Fläche zu ermitteln und seine 
Axen mit Hülfe der Abschnitte zu bestimmen, die seine 
Ebene auf dem zugehörigen Durehmesser der Fläche ab- 
sehneidet. Er hat ferner die Fläche einer Ellipse gefunden, 
was leicht durch Vei'gleichung von Figuren geschieht, die 
in die Ellipse und in einen Kreis über ihrer einen Axe 
als Durchmesser beschrieben werden. Die Volumenbestim- 
mungen werden dann auf eben die Integrationen zurück- 
geführt, die Archimedes, wie wir gesehen haben, in 
einer anderen Form kannte. 



y Google 



184 Die griechische Mathematik: 

Die beiden angeführten Schriften sind ausser durch 
die darin enthaltenen Flächen- und Volumenhestinimungen 
auch noch in anderer Beziehung merkwürdig. So liefert 
die Schrift über Konoide und Sphäroide, wie sich 
schon aus dem Angeführten ergieht, uns Aufkläi-ungen 
über Archimedes' Bekanntschaft mit den Kegeleehnitten. 
In der Schrift über die Spiralen finden sich einige 
früher erwähnte «Einschiebungen» . Zur Hauptaufgabe 
dieser Schrift gehört ausser der Flächenbestimmung auch 
noch eine andere infinitesimale Aufgabe, nämlich die Be- 
stimmung von Tangenten an die Spiralen. Dazu benutzt 
Archimedes, selbstverständlich unter der gebührenden 
Kontrole mittels des Exbaustionsbeweises, dasselbe infini- 
tesimale Dreieck, das jetzt für die Bestimmung von Tan- 
genten an Kurven benutzt wird, die in Polar-Koordinaten 
ausgedrückt sind. Als Resultat ergiebt sich, dass die 
Polarsubtangente r . & wird. Die Bubtangenten in den 
Endpunkten der verschiedenen ganzen Umläufe der Spi- 
ralen erhielten — wie wir früher (S. 78) berührt haben — 
füi' Archimedes ein besonderes Interesse dadurch, dass 
sie geradlinige Darstellungen von Kreisperipherien sind. 

Die wichtigste Integration sahn liehe Bestimmung, die 
wir Archimedes verdanken, dürfte jedoch seine Bestim- 
mung der Kugelobei-fiäche sein. Das Verfahren ist, wenn 
auch in einer andei-en Form, ungefähr dasselbe, das in 
unseren elementaren Lehrbüchern benutzt wird, und fühi-t, 
in Übereinstimmung mit dem Titel des Werkes, nament- 
lich dahin, dass Kugelzonen und die entsprechenden 
Stücke der Mantelfläche des um beschriebenen Cyünders 
gleich gross sind. Von da aus gelangt man jedoch leicht 
zu anderen Bestimmungsformen und gleichfalls zu der 
Bestimmung des Volumens von Kugel, Sektor und Seg- 
ment. Da Archimedes ebensowenig wie Euklid irgend- 
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welche Einheit einfühi't, so bestehen diese letzten Bestim- 
mungen in der Konstruktion von Cylindern und Kegeln, 
die den gesuchten Raumgrössen gleich sind. 

Im zweiten Buch derselben Schrift werden (ausser 
der eben genannten Bestimmung der Volumina von Seg- 
menten) verschiedene Aufgaben über die gesuchten Raum- 
grössen behandelt, darunter diejenige, durch eine Ebene 
eine Kugel in zwei Segmente zu teilen, die in einem ge- 
gebenen Verhältnis stehen. Die Lösung hängt wie bekannt 
von einer Gleichung dritten Grades ab. Auf eine solche 
fiAhrt auch Ärchimedes die Aufgabe zurück, indem er 
ihr folgende Form giebti Eine Strecke DZ, auf der die 
Punkte B und T gegeben sind, so durch einen Punkt X 
zu teilen, dass 

D B ist lüer der Durchmesser 2 r der Kugel, auf dessen 
Verlängerung BZ^r abgetragen ist, DX ist die Höhe 
des einen Segmentes, und wenn dieses sich zu dem 
anderen verhalten soll ivie m,:n, so ist 



Ärchimedes verspricht diese Gleichung später zu 
lösen und hebt für den Augenblick nur hervor, dass der 
Bedingung für die Möglichkeit, welche die Gleichung ver- 
langt, genügt wird durch die vorliegende Aufgabe über 
die Kugel. Ein (irund für diesen Aufschub — der leider 
dazu geführt hat, dasa die Auflösung in dem vorliegenden 
Text fehlt — mag darin gelegen haben, dass Ärchimedes 
in demselben Buche mehrfach Verwendung für dieselbe 
Gleichung hatte. Der letzte (9te) Satz des Buches sagt 
nämlich aus, dass das grösste von den Kugel Segmenten, 
die eine gegebene krumme Oberfläche haben, eine Halb- 
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kugel ist. Der Beweis, der hierEür geführt wird, der 
übrigens in dem überlieferten Text nur unvollständig ist, 
lässt deutlich erkennen, dass er erst gemacht ist, nachdem 
das Resultat auf anderem Wege gefunden worden war. 
Eme wirkliche Ableitung des genannten Satzes hätte da- 
gegen einen natürlichen Platz in demselben Zusatz finden 
können, den Archimedes mit Bezug auf die Kugel- 
teilung versprochen hatte. Ein solcher Satz über ein 
Maximum, wie dieser 9te, kommt nämlich stet« bei den 
Griechen als Dioriamus zu einer Aufgabe vor. Dieser 
hat im gegenwärtigen Falle darauf ausgehen müssen ein 
Kugelsegment zu finden, dessen Volumen und krumme 
Oberfläche gegeben waren, und diese Aufgabe lässt sich 
eben mittels der oben genannten Gleichung lösen. 

Nun findet sich wie gesagt der vereprochene Zusatz 
nicht in dem überlieferten Text selbst, aber man nimmt 
an, dass er in einem anderen alten Manuakript enthalten 
gewesen ist, das von Eutokius, dem Kommentator des 
Archimedes, gefunden und im Auszuge wiedergegeben 
ist. In diesem Manuskript wird die Gleichung des Ar- 
chimedes mit Hülfe von Kegelschnitten gelöst, und aus 
der Gleichung werden solche Bestimmungen der Möglich- 
keit abgeleitet, dass ihi'e Anwendung auf die Aufgabe, 
«ein Kugelsegment von gegebenem Volumen und gegebener 
krummer Oberfläche zu finden» unmittelbar den Satz 9 
ergeben würde. Eben diese Lösung soll später mitgeteilt 
werden, da sie eines der besten überlieferten Beispiele 
dafür ist, wie die Alten die sogenannten sräumlichen 
Aufgaben» behandelten. 

Dass die Bestimmung der Kugeloberfläche in r-eichem 
Maasae Veranlassung zu weiteren Untersuchungen giebt, 
hat sich also sofort in Archimedes' Schrift au erkennen 
gegeben. Anwendungen in der Praxis oder auf andere 
Wissenschaften, wie die Geogi'aphie, liegen auch nahe. 



y Google 



21. Infinilesimale Bestimmungen bei Ai'cliimedes. 1S7 

Diese Umstände mögen dazu beigetragen haben, dasa 
Archimedea diese Bestimmung unter seinen Arbeiten 
am höchsten stellte. Ein genügender Grand hierfür lag 
jedoch schon in dem Umstände, dass es ihm gehingen 
war, den Inhalt einer nicht abwickelbaren krummen 
Fläche zu einer Zeit zu berechnen, wo sogar die Berech- 
nung von ebenen Flächen und von Rauminhalten so 
wenig entwickelt war. Und wie wenige Flächen kennen 
wir nicht heutigen Tages, deren Inhalte sich auf leidlich 
übersichtliche Weise darstellen lassen I 

Nach Arehimedes' Wunsch setzte man auf sein 
Grab ein Monument, das eine Kugel mit einem umbe- 
schriebenen Cylinder enthielt. Dies fand und erneuerte 
Cicero anderthalb Jahrhundert später, ale er Quästor auf 
Sicilien war. 



22. Archimedes' Lehre vom Gleichgewicht. 

Die Regeln für das Gleichgewicht eines ungleich- 
armigen Hebels sind lange vor Archimedes' Zeit bekannt 
gewesen, aber bei ihm findet man die erste wirkliche Be- 



gründung. Wir können seinen Gedankengang kurz fol- 
gendermassen wiedergeben. A und C seien die Angriffs- 
punkte der Gewichte P und Q, und der Punkt B sei 
auf A C derartig bestimmt, dass 

AB:BC=Q:P. 

Dann ist der Hebel, auf dessen eigenes Gewicht keine 
Rücksicht genommen wird, im Gleichgewicht, wenn er in 
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B TinterEtützt wird. Der Beweis wird dadurch geführt, 
daaa man den Hebel in einem Punkte D m teilt, dass 

AD:DC=P: Q, 

und auf seiner Verlängerung E und F so bestimmt, dass 
EA^AD und CF^DC. Man kann dann, ohne die 
Gleichgewichtsverhältnisae zu ändern, das Gewicht von P 
gleichniässig über ED, und das von Q gleichmässig über 
DF verteilen, wodurch das ganze Gewicht P+ Q gleich- 
mässig über FF verteilt wird. Wegen der Symmetrie 
findet dann Gleichgewicht statt, wenn EF im Mittel- 
punkte B unterstützt wii'd. 

Im ersten Buche seiner Schrift über das Gleich- 
gewicht ebener Figuren führt Archimedes einen solchen 
Beweis ohne jedoch eine kontinuierliche Verteilung zu 
benutzen. Er behandelt zuerst den Fall, wo P und Q 
kommensurabel sind und sich also auf Punkte mit glei- 
chen Abständen verteilen lassen, und geht darauf mittels 
des Exhaustionsbeweises zu dem Fall über, wo P und Q 
inkommensurabel sind. Er hat wie gewöhnhch ausdräck- 
lich die Voraussetzungen aufgestellt, auf denen der Beweis 
aufgebaut wird, und das sind hier die Bedingungen für 
Gleichgewicht oder für den Mangel an Gleichgewicht bei 
einem gleicharmigen Hebel. Mit Rücksicht auf das Fol- 
gende werden auch noch die Voraussetzungen aufgestellt, 
dass die Schwerpunkte ähnlicher Figuren homologe Punkte 
sind, und dass der Schwerpunkt einer Figur, deren Kon- 
vexität sich überall nach aussen wendet, auf die Figur 
selbst fallen muss. Wenn die Beweise dafür, dass der 
Schwei'punkt eines Dreiecks der Schnittpunkt seiner 
Medianen ist, mit denen das Buch schliesst, uns jetzt 
unnötig weitläufig vorkommen, so beruht das darauf, dass 
sie auf den ausdrücklich aufgestellten Voraussetzungen 
haben aufgebaut werden müssen. 
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i Gleichgewicht. 



189 



Wir haben bereits gesehen, wie Archimedea die 
Sätze über Gleichgewicht benutzt hat um die Fläche einee 
Parabelsegmentes zu finden. Später hat er im zweiten 
Buche der Schrift über das Gleichgewicht ebener 
Figuren den Schwerpunltt eines Parabelsegmente gefunden. 
Dieser Bestimmiing liegt der Satz zu Grunde, dass die 
Schwerpunkte verschiedener Parabelsegmente ihre Durch- 
messer nach demselben Verhältnis teilen müssen. Das 
wird bewiesen durch dieselbe Teilung der Parabelsegmente 
in unendlich viele Dreiecke, die in seiner «geometrischen» 
Bestimmung der Fläche des Segmentes^ (vergl. die Figur 
8. 180) benutzt wurde. Der unbekannte Wert des kon- 
stanten Verhältnisses lässt sich nun finden durch Zer- 
legung des Segmentes ABC in das Dreieck ABC und 
zwei neue Segmente. Die dabei entstehende Gleichung 
ersten Grades löst Archimedes unter geometrischer Form. 

Es ei^iebt sich, dass Archimedes noch einen 
Schwerpunkt kennt, nämlich denjenigen eines beliebigen 
Segmentes eines Umdrehungspai'aboloids. Dieser kann 
nicht auf dieselbe Art gefunden worden sein wie der 
Schwerpunkt des Parabel Segmentes, sondern seine Bestim- 
mung muss unter der einen oder anderen Form zuräck- 
geführt worden sein auf die bereits erwähnten, von Ar- 
chimedes gekannten Integrationen, von denen sie in der 
That abhängt. Archimedea selbst giebt uns keine Auf- 
klärung darüber, wie er diesen Scbwei-punkt kennen ge- 
lernt hat, aber er nennt und benutzt ihn zu wiederholten 
Malen im 2ten Buche seiner Schrift über Körper, die 
auf einer Flüssigkeit schwimmen. 



' Der Schluss des Beweises ist indessen im 71en Abschnitte 
des überlieferten Textes durch ein offenbares Missverständnis von 
einem späteren Herausgeber auf ähnliche Segmente eingeschränkt 
worden 
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Im ersten Buche diesei hydiostati sehen Schritt wird 
der beiiannt« Hauptsatz uher da« Gleiohgen icht ganz oder 
teilweise eingtauchter Köi-per, der den Namen das archi- 
medische Princip erhalten hat, aufgestellt und begründet. 
In diesem Buche nimmt Archimedes sogar einen so 
allgemeinen Standpunkt ein, dass er die Kugelgestalt der 
Erde und die Richtung der Schwere gegen ihren Mittel- 
punkt hin berücksichtigt. Im letzten Satze des Buches 
behandelt er die Aufgabe, die Gleichgewichtslage eines 
teilweise eingetauchten Kugelsegmentes zu finden; leider 
aber sind wesentUche Teile dieser Untersuchung verloren 
gegangen. 

Dass Archimedes nicht ohne weiteres und nur aus 
Gründen der Symmetrie schiiesst, dass es keine anderen 
Gleichgewichtslagen giebt als diejenige, bei der die Axe 
des Segmentes lotrecht steht, läast sich vermuten aus der 
vollständigeren Behandlung, der er im 2ten Buche die 
Aufgabe untei-wirft, die Gleichgewichtelagen eines Seg- 
mentes zu finden, das von einem Umdrehungspara- 
boloid durch einen senkrecht zur Axe gelegten Schnitt 
abgeschnitten wird. Bei dieser Untersuchung ivird der 
Wassei-spiegel jedoch als eben vorausgesetzt; bei ihr be- 
nutzt er die Schwerpunkte auch von solchen Segmenten, 
die durch schief zur Axe stehende Ebenen i 



Archimedes' statische Werke bilden die Grundlage 
sowohl für die theoretische Mechanik wie für die prak- 
tischen Anwendungen der Mechanik. Dass er es selbst 
in solchen Anwendungen weit brachte, wissen wir aus 
vielen Berichten des späteren Alteiirums, wo mau es besser 
verstand die sichtbai-en Resultate zu bewundern als die 
wissenschaftliche Arbeit. Eine unmittelbare Benutzung 
des archimedischen Princips ist seine Benutzung des spe- 
cifischen Gewichtes um die Zusammensetzung von Metall- 
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gemischen zu bestimmen («Hiero's Krone»). Er soll 
Apparate konstruiert haben um durch geringe Kraft gi-osse 
Massen zu bewegen. Die Waesersehnecke rührt von ihm 
her. Besondere Bedeutung erhielt seine mechanische Ge- 
schicklichkeit durch die während der Belagerung von Sy- 
i-akus konstruierten Kiiegemasehinen ; unter diesen ist 
jedoch die Anwendung des Brennspiegels, um die römische 
Flotte anzuzünden, eine Fabel, wenn es auch keineswegs 
unmöghch ist, dase er parabolische Brennspiegel erfunden 
hat. Mit grosser Bewunderung nannte man im Altertum 
ein von ihm konstruiertes mechanisciies Planetarium. 



23. Die Lehre von den Kegelschnitten 
vor Apollonius. 

Wir haben bereits (S. 87) bei unserer Erwähnung 
des delischen Problems, soivie bei der Konstruk- 
tion von zwei mittleren Proportionalen angeführt, 
dass dieses Problem von Menächmus, dem Schüler des 
Eudoxus, gelöst wurde mittels der Schnittpunkte zwischen 
zwei von den Kurven 

die er als Schnittkurven zwischen einem Umdrehungs- 
kegel und einer Ebene darstellte. In tTbereinstimmung 
hiermit wird berichtet, dass Menächmus die Kegelschnitte 
erfunden habe. Zugleich weiss man, dass man zu ihrer 
Herstellung bis zu Apollonius hinauf eine Ebene ge- 
brauchte, die senkrecht auf einer Erzeugenden der Kegel- 
fläche stand, wodurch Ellipsen, Parabeln und Hy- 
perbeln die Namen «Schnitt des spitzwinkeligen, 
rechtwinkeligen und stumpfwinkeligen Kegels» 
erhielten. Hieraus darf man jedoch nicht sehliessen, dass 
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Meiiäehmus und die Mathematiker bis zu ApoUonius 
ein Verfahren besessen hätten, das besonders zu der Be- 
Stimmung von Eigenschaften solcher Schnitte führte, die 
senkrecht auf einer Erzeugenden standen, und nicht mit 
derselben Leichtigkeit benutzt werden könnt« um nach- 
zuweisen, dass anders belegene Schnitte ganz dieselben 
Eigenschaften besäesen. Von einem seichen Verfahren 
ist uns keine Spur in der griechischen Mathematik auf- 
bewahrt, und es dürfte, wenigstens was die Ellipse und 
Hyperbel betrifft, schwierig sein ein solches Verfahren zu 
zu erfinden. 

Die Sache lässt sich indessen folgen derm aasen erklären. 
Für die Bestimmung der beiden mittleren Proportionalen 
Hessen sich die Kui'ven verwenden, die durch die oben 
genannten Gleichungen definiert werden. Eine solche 
Definition musste indessen von dem Postulat begleitet 
fofin, dass die Kunen wiikhch e\i«tieiten odei mit andei-en 
Worten dnss die durch diese Definition bestimmten 
Punkte kontinuieihch aufeinander folgten Das Postulat 
konnte \ei-mieden weiden nenn sich eine luf fi-ühere 
Postulate gegründete Konstiuktion dei Kursen ingeben 
liesa, — ja in diesem Falle würde es sogar unstatthaft 
gewesen sein, neue Postulat« aufzustellen. Die von Me- 
nächmus gefundene Konstruktion besteht eben in der 
Bestimmung der Kurven als Schnitte an Kreiskegeln: die 
Kontinuität der Kegelfläehe ist dann sichei^estellt durch 
diejenige der Leitkurve, des Kreises, und die Kontinuität 
der Schnittkurve wiederam durch diejenige der Kegelfläche. 

Für diese Verwendung ist jede Erzeugung als Schnitte 
an Kegeln gleich gut, ja um sich zu versichern, dass 
eine Kurve mit bestimmten Konstanten sich wirklich als 
Schnitt an einem Kegel erzeugen lässt, ist es sogar am 
bequemsten, wenn man eine gleichartige Lösung dieser 
Aufgabe hat. Dass dann namentlich die Lösung, bei der 
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man zugleich die Kegelfläehe gerade und die Schnittebene 
senkrecht auf einer Erzeugenden sein lässt, zweckmässig 
sein kann, ergiebt sich leicht, wenn wir zuerst parabo- 
iiache Schnitte betrachten, die als Schnitte am rechtwinke- 
ligen Kegel hervoi^ebiacht sind. T sei der Scheitelpunkt 
einer solchen, KTC ein Axenschnitt, GPU die Spur 
eines parallel zur Grundfläche gelegten Schnittes, y das 




Stück, welches zwischen P und der Kegelfläehe auf einer 
Gei-aden abgeschnitten wird, die in P senkrecht auf der 
Ebene der Figur steht. Dann ist, wenn A PJ_ T K, 

yi^GP.PH=i2.AP.AI^2AP.AL. 
Der Schnitt, der in A P senkrecht zur Ebene der Figur 
errichtet wird, wird dann, wenn AP^^x: und 2 AL^p, 
dargestellt durch 

In Übereinstimmung mit dieser Konstruktion wird 

der halbe Parameter^ noch von Archimedes «das Stück 

bis zur Axe» genannt, nämlich vom Scheitelpunkt A der 
Parabel bis zur Axe des Kegels. 

Man sieht also, dass Menächmus eben die Lösung 
derjenigen Aufgabe erhielt, die vorlag: eine Kurve mit 
der Gleichung y^^px als Schnitt an einem Kegel dar- 
zustellen. Es kam nur darauf an, den Kegel gerade sein 
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ZU lassen, den Schnitt senkrecht zu einer Erzeugenden 
zu legen und dafür zu sorgen, dass «das Stück his y.ar 

Äxes ^ wurde. 



I Vorteile erreicht man durch die entspre- 
chende Darstellung der'Ellipse und Hyperbel als Schnitte, 
die senkrecht auf der Erzeugenden eines spitzwinkeligen 
oder stumpfwinkeligeu ümdrehungskegels stehen. Wir 
wollen dafür dieselben Bezeichnungen benutzen ivie in 
der umstehenden Figur, und nur zugleich dureh A^ den 
Selinittpunkt von A P mit der anderen Erzeugenden T C 
der Kgurebene bezeichnen, oder für die Hyperbel, den 
Schnittpunkt mit der Verlängerung der TC über T hin- 
aus. Dann findet man, wenn AP^^x, PA^ ^x-^, wenn 



_P 



ferner wie früher «das Stück bis zur Axc" oder AL- 
der halbe Parameter ist, und ivemi AA^-=2«, 
„2 — 'i^ AP PA —^-ev 

Diese Bestimmung (durch die Axen gleich ung) ist 
gerade diejenige, welche die ältesten griechischen Geometer 
in der einen oder anderen Form (ihre Bestimmung kommt 

der Gleichung — = ^ am nächsten) der Untersuchung 

der Ellipse und Hyperbel (je nachdem .x-{-x^ = 2a, oder 
sj^ —x^2a) zu Grunde legen. Da die Konstanten der 
Kui-ve auf einfache Weise in der Figur dargestellt sind, 
so hat man in der That eine gute und bestimmte Me- 
thode diese Kurven als Schnitte an Kegeln daraustellen, 
also zu zeigen, dass sie für alle Werte der Konstanten 
Kegelschnitte süid. 

Hierbei wird jedoch vorausgesetzt, dass diese Kurven 
vorher bekannt gewesen und — selbstverständlich unter 
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geometrischer Foi-m — durch die angeführte Gleichung 
dargestellt worden sind. Was die Ellipse betrifft, so 
deutet verschiedenes hierauf; es kann dann sehr nahe 
gelegen haben, sie als Cyiinderschnitt zu betrachten. Die 
Hyperbel, und namentlich die gleichseitige, hat sich, 
wie schon angeführt, als verwendbar für die Konstruktion 
von zwei mittleren Proportionalen gezeigt, aber freilich 
durch eine andere Gleichung bestimmt, nämlich durch 
diejenige, wodurch sie auf ihre Asymptoten bezogen wird. 
Die Verwendbarkeit für die Konstruktion der beiden 
mittleren Proportionalen hat dann eine gute Veranlassung 
gegeben, — um zti untersuchen, ob die Kurve nicht etwa 
eine auf anderem Wege bekannte Kurve, z. B. ein Kreis, 
sein könne — die ursprüngliche Bestimmung durch die 
Mittel, über die man verfügte, namentlich durch die geo- 
metrische A^ebra, umzuformen. Die Umformung in die 
Axengieichung hat dann gerade für dieses Hülfsmittel 
ziemlich nahe gelegen. Ein unmittelbarer Zusammenhang 
zwischen der Asymptoten gleich ung und der Darstellung 
als Kegelschnitt ist aber kaum bekannt gewesen. 

Das, was durch senkrechte Schnitte auf der Erzeu- 
genden eines Umdrehungskegels erreicht wurde, war also 
das Mittet, jede Parabel, Ellipse oder Hyperbel als Schnitt 
eines Umdrehungakegels darzustellen. Selbstverständlich 
sah man zugleich, dass umgekehrt alle derartig an- 
gebrachten Schnitte Parabeln, Ellipsen und Hyperbeln 
sind. Es hat zugleich unmöglich der Aufmerksamkeit 
entgehen können, dass die besondere Lage durchaus gar 
keine Rolle bei dieser umgekehrten Bestimmung spielt. 
Jedenfalls hat dieselbe Bestimmungsmethode sich als an- 
wendbar gezeigt, sobald man überhaupt Veranlassung fand 
nach andere belegenen Schnitten zu fragen. Das finden 
wir bestätigt in Archimedes' Schrift über Konoide und 
Sphäroide. Bereits die Einleitung zu dieser Schrift zeigt, 
13» 
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dass man sogar vor seiner Zeit wenigstens alle elliptischen 
Schnitte an geraden Kegeln kannte, und im Verlaufe 
seiner ebenen Untersuchungen werden sogar gewisse ellip- 
tische Schnitte an schiefen Kreiskegeln betrachtet, näm- 
lich solche, die senkrecht auf der Symmetiieebene des 
Kegels stehen. Archimedes löst die Aufgabe, die nach 
unserer Ausdrucksweise heissen wüi'de: Bestimmung der 
cirkulären Schnitte an einer Kegelfläehe zweiter Ordnung 
mit bekannten Hauptechnitten. Da Archimedes bei 
den vorliegenden Aufgaben keine Verwendung für hyper- 
bolische Schnitte hat, die auf die angeführte Weise liegen, 
so darf man aus seinem Schweigen nicht schlieesen, dass 
er sie nicht gekannt habe. 

Archimedes erhält sogar Gelegenheit uns das Hülfs- 
mittel kennen zu lehien, wodurch man die planimetrische 
Bestimmung ebener Schnitte an &eiskegeln fand. Die 
Figur möge diejenige sein, 
in der der Kegel von seiner 
Symmetrieebene geschnit- 
ten wird (oder, wenn der 
Kegel gerade ist, ein be- 
liebiger Axenschnitt), TL 
und TK die in dieser 
Ebene liegenden Erzeugen- 
den, L'K die Spur der 
kreisförmigen Grundfläche. 
Die Beschaffenheit des ebe- 
nen Schnittes, der in N N-^ 
projieiert wird, einlebt sich 
dann durch folgenden planimetrischen Hülfssatz: wenn 
die Gteraden A^'A'^^ und MM-^, welche die festen geraden 
Linien L T und TK in M und A'', und in M^ und N.^, 
sowie sich selbst in P schneiden, ihi'e Richtungen nicht 
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PM. PM, 
verändern, so ist — ' ^ "dm konstant oder gleich k. 

Ißt nun M M^ die Spur eines der GrundÜäclie parallelen 
Schnittes, und y das Stück, welches von der in P proji- 
cierten Geraden zwisclien P und der Kegelflä«he abge- 
schnitten wird, so ist 

y^^^PM.PM^^k.PN .PN^, 

und das ist eben die Eigenschaft, durcii die wir eine 
Ellipse oder Hyperbel charakterisiert haben. 

Der hier benutzt« planimetrische Satz wird als be- 
kannt vorausgesetzt, ist also gewiss auch vor Archimedea 
benutzt worden um die Eigenschaften der Kegelschnitt« 
abzuleiten. Er gilt nach dem sogenannten Potenzsatz, 
den wir später besprechen werden und der dem Arehi- 
medes bekannt waa-, auch wenn die Punkte M, N, M-y 
und iVi auf einem beliebigen Kegelschnitt liegen. Archi- 
medes konnte deshalb in der angeführten Schrift über 
ümdrehungsflächen zweiter Ordnung ebene Schnitt« an 
diesen auf ganz dieselbe Weise bestimmen. 

Wenn wir angenommen haben, dass die Entdeckung 
des Menäehmus wesentlich darin bestand,' dass Parabel, 
Ellipse und Hyperbel sich als Kegelschnitte darstellen 
lieesen, so haben wir damit die Annahme verbinden 
müssen, dass diese Kurven wenigstens teilweise vorher 
untersucht worden waren, namentlich in Verbindung mit 
dem delischen Problem und auf Grundlage der Eigen- 
schaften, die Jetzt durch ihre einfachsten Gleichungen 
dargestellt werden. Diese Annahme wird in hohem Grade 
dui-cb den Ömstand unterstützt, dass es in allen weiter- 
gehenden Untersuchungen bei griechischen Schriftstellern 
die planimetri sehen Haupteigenschaften sind und nicht 
die Darstellung als Kegelschnitte, die der Untersuchung 
zu Grunde gelegt werden. Sie trägt auch dazu bei zu 
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erklären, dass die Lehre von den Kegelschnitten gleich 
nach Menächmus sich so rasch bei den Griechen ent- 
wickeln konnte, wie es der Fall war. Das Interesse für 
diese Lehre musste dadurch wachsen, dass man bald 
wahrnehmen musste, dasa die Kegelschnitte eich nicht 
nur wie von Menächmus für die Konstraktion der beiden 
mittleren Proportionalen verwenden iiessen, sondern auch 
bei der Lösung von vielen anderen Aufgaben, die man 
vergebens mit Hülfe von Zirkel und Lineal zu lösen ver- 
sucht hatte. Zu dem Behufe musste man die Kegelschnitte 
aia geometrische Öiier benutzen, als «räumliche Öi-ter», 
wie man Sie damals narmte. Das Gewicht, das man auf 
eiue solche Anwendung legte, zeigt sieh dadurch, dass 
das älteste Werk über Kegelschnitt«, das angeführt wird, 
den Titel «räumliche Örter» hatte. Es rührte von 
einem Mathematiker Aristäus her, der ein älterer Zeit- 
genosse von Euklid war. Dass der Titel dieses verlorenen 
Werkes wirklich eine besondere Bedeutung hatte und nicht 
nur ein Name für die Lehre von den Kegelschnitten im 
allgemeinen war-, geht daraus hervor, dass die bald nach- 
her erschienenen Bücher über Kegelschnitte von 
Euklid die räumlichen örter des Aristäus ergänzen 
und nicht verti-eten sollten. Man fuhr sogar fort diese 
Schritt neben den Kegelschnitten des ApoUonius, 
welche diejenigen des Euklid vollständig verdrängten, 
zu studieren und zu benutzen. 

Der Gebrauch, den Aristäus wahraeheinlieh von 
den Kegelschnitten gemacht hat, und den man in weiter- 
gehendem Maasse gemacht hat, als die Lehre von den 
Kegelschnitten durch Euklid und Apolionius weiter 
entwickelt worden war, wii-d sich am besten verstehen 
lassen, wenn wir aus dem grossen Werk des ApoUonius 
gelernt haben werden, wie die Alten diese Kurven über- 
haupt behandelten. Aus diesem Werke werden wir zu- 
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gleich, wenn wir besonders darauf aufmerksam machen, 
welche Foitschi'itte man Apollonins pei^aönlich verdankt, 
eine Vorstellung von dem gewinnen, was bereits Euklids 
Darstellung enthalten haben muss. Vorläufig wollen wir 
nur bemerken, dass sich aus Archiraedes' Schriften er- 
kennen lässt, dass dies nicht so ganz wenig gewesen sein 
kann; denn die Säfae über Kegelschnitte, die Archi- 
medes als bekannt voraussetzt, sind gewiss in Euklids 
verlorenem Werke zu linden gewesen. In diesem muss 
man nicht nur die bereits angeführte Beziehung der Kegel- 
schnitte auf ihre Äxen haben finden können, sowie die 
daa'an angeschlossene Bestimmung von Tangenten, konju- 
gierten Durchmessern und Asymptoten, sondern auch die 
entsprechende Beziehung auf zwei konjugierte Durchmesser, 
und die bereits dem Menächmus bekannte Beziehung 
aut die Asymptoten; endlich auch den soeben erwähnten 
Potenzsatz. 



24. Die Kegelschnitte des Apoiionius. 

Aus Apollonius' grossem Werke über die Kegel- 
schnitte kennen wir hauptsächlich die Lehre der Alten 
von den Kegelschnitten, so wie wir ihre elementare Geo- 
metrie aus Euklid kennen. Von Apollonius' 8 Bü- 
chern über Kegelschnitte sind uns jedoch nur 7 erhalten 
geblieben, die 4 ersten auf Griechisch, die 3 letzten durch 
eine arabische Übersetzung. Die 4 ersten Bücher ent- 
halten das, was man die Elemente der Lehre von den 
Kegelschnitten nennt, das heisst die zusammenhän- 
gende Darstellung der Haupteigenschaften der Kegel- 
schnitte, die man zum Ausgangspunkt nehmen muss so- 
wohl für die Anwendung der Lehre von den Kegelschnitten 
auf die Lösung von Konstruktion sauf gaben mittels räum- 
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Heller Öiter, als auch füi' weitergehende besondere Unter- 
suchungen einzelner, die Kegelschnitte betrefEender Fragen. 
Die folgenden Bücher dagegen enthalten hierher gehörige 
Special Untersuchungen. Das fünfte Buch, das über Nor- 
malen an die Kegelschnitt« handelt, ist zugleich das vollstän- 
d^te erhaltene Beispiel für die Anwendung der Kegel- 
schnitte auf Konsti'uktion, nämlich auf die Konstruktion 
von Normalen, die von einem gegebenen Punkte ausgehen, 
und für die an eine solche Konstruktion angeschlossene 
feinere theoretische Untei'suchung. 

Die allgemeine Kenntnis, welche die Alten von den 
Kegelschnitten hatten, lernen wir jedoch zunächst und 
vor allem aus den vier ersten Büchern kennen. Bei 
diesen wollen wir deshalb so lange verweilen, dass wir 
nicht nur- einen Überblick über das zu geben vermögen, 
was die Alten über die Kegelschnitte wussten, sondern 
es auch verständlich machen, dass sie wirklich Mittel 
besassen um so weit zu gelangen. 

Zunächst müssen wir dann sehen, wie im ersten 
Buche die Grundmauer aufgeführt wird. Geschieht dies 
auch mit einem anderen Ausgangspunkt, als der von 
Apollonius' Vorgängern benutzte wai fco smd doch, 
wie sich aus seinen Vorreden ergiebt, die einzelnen Satze, 
aus denen diese Grundmauer zusammengefugt ist zum 
grossen Teile dieselben, die auch seine Vorgangei kannten 
und anwandten. \^'aß die Hyperbel betrifft, so zeigt sich 
jedoch in diesen Sätzen der bedeutende Fortschritt, dass 
Apollonius, wenn er auch die beiden Äste der Hy- 
perbel «zusammengehörende Hyperbeln» nennt, dennoch 
diese Äste als eine einzige Kurve behandelt, und 
dadurch die Gleichartigkeit in den Sätzen über Ellipse 
und Hyperbel eiTeicht, die nur auf diesem Wege mög- 
lich ist. 

Der neue Ausgangspunkt besteht darin, dass Apol- 
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loiiius, statt Schnitte zu betrachten, die von Ebenen in 
einer bestimmten Lage an [Tmdrehungskcgeln hei-vor- 
gebracht werden, sofort beliebige ebene Schnitte an 
beliebigen Kreiekegeln betrachtet. Das Verfahren, 
welches bemitzt wird um eine solche planimetrische Eigen- 
schaft an diesen Schnitten abzuleiten, dass sie der weiteren 
Untersuchung der Kurven zu Grunde gelegt werden kann, 
ist eine Verallgemeinerung desjenigen, das wir Archi- 
medes haben benutzen sehen um Schnitte senkrecht zur 
Symmeti'ieebene des Kegels zu untersuchen ; dadurch wird 
aber die planimetrische Eigenschaft auch allgemeiner. 
Es wird dann nicht mehr diejenige, die dadurch aus- 
gedrückt wird, dass man den Kegelschnitt auf eine von 
seinen Axen und die halben zugehörigen Sehnen als Ordi- 
naten bezieht, sondern diejenige, die man auf ähnliche 
Weise erhält, indem man den Kegelschnitt auf einen be- 
liebigen Durchmesser und dessen Sehnen bezieht. Das 
muss man festhalten, wenn man den rechten Überblick 
über den Gang des Buches erhalt«« will. Von den untei'- 
euchten Kurven ist es anfangs nur bekannt, dass sie 
diese Eigenschaft besitzen in Bezug auf einen einzelnen 
Durchmesser und ein dazu gehöriges Sehnensystem, das 
im allgemeinen einen schiefen Winkel mit dem Durch- 
messer bildet. Erst im weiteren Verlaufe der Darstellung 
sieht man, dass sie dieselbe Eigenschaft besitzen in Be- 
zug auf unendlich viele Durchmesser, und am Schlüsse 
des Buches werden endlich solche Durchmesser kon- 
struiert, die senkrecht auf ihren Sehnen stehen, 
und gezeigt, dass die Kurven, wenn man sie auf diese 
bezogen hat, sich als Schnitte in Unidrehungskegel 
hineinlegen lassen. Erst dann ist die Identität der von 
Apollonius behandelten Kurven mit den bereits feüher 
bekannten Kegelschnitten vollkommen dargethan. 

Diese letzten Resultate machen also das Ziel aus, 
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das Äpollonius während der Auttührung des ganzen 
ersten Buches vor Augen gehabt hat. Während des 
AufbaUH ist er jedoch teils genötigt gewesen, teils bat er 
sich die Gelegenheit dazu verechafit, viele Eigenschaften 
der Kurven darzustellen, die in den späteren Büchern zur 
Venvendung gelangen können, oder die es an und für 
sich wert sind, dass man sie kennen lernt. So wird die 




Lehre von den Tangenten und ihrer Bcsthnniung mit- 
genommen als Einleitung zu der, iür den Hauptzweck 
des Buches notwendigen, Lehre von den Durchmessern 
zu paralleler! Sehnensystemen. 

Will man sich eine Vorstellung von den benutzten 
Arten des Verfahrens machen, so geschieht das am besten 
durch Vergleichung mit der, in der jetzigen analytischen 
Geometrie gebräuchlichen, algebraischen Umformung 
der Gleichungen in die neuen Formen, die man durch 
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Beziehung auf neue Koordinatensysteme erhält, oder über- 
haupt mit den algebraischen Operationen der ana- 
lytischen Geometrie. Diese werden nur von Apollonius 
mit Hülfe der geometrischen Algebra dargestellt- 
Die Brauchbarkeit dieser hierfür ivird man am besten er- 
kennen, wenn man die geometrische Form sieht, unt«r 
der Apollonius diejenigen Gleichungen für die Kegel- 
schnitte daratellte, die er aus ihi-er Lage auf dem Kegel 
ableitete. In diesen Gleichungen werden sie, wie schon 
gesagt, auf einen Durchmesser und die dazu gehörigen 




halben Sehnen als Ordinaten bezogen. A B sei ein Durch- 
messer 2 a einer Ellipse oder Hyperbel, C D die Hälfte 
einer dazu gehörigen Sehne. Dass dann das Quadrat CD^ 

in einem konstanten Verhältnis ^ zu dem Produkt 

A C . CB stehen soll, das findet seinen Ausdruck dadurch, 
dass man in A und C auf A B die Senkrechten A E 
und CF errichtet, und auf der ersten AE=p abträgt. 
Ist dann F der Schnittpunkt zwischen CF und BE, so 
muss das Quadrat über CD dem Rechteck AF gleich 
_P_ 



sein ; denu C F ist dai 






2(1 



OB. Die Hülfefigur 
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macht also den geometrisch- algebraischen Apparat aus, 
durch den man dasselbe dai-stellt, was wir, wenn CD^y 
und AC-=^x, auadräckeii würden durch die Gleichung 

Man sieht, dass die dargestellte Grundeigen sehaft 
dieselbe ist, die man vor ApoUonius kannte (und die 
man deshalb mit Unrecht das Theorem des ApoUonius 
nennt). Die Darstellungsform stimmt durchaus mit den 
gewöhnliehen Formen der geometrischen Algebra überein. 
Sie hat jedoch eine besondere Bedeutung dadurch erhalten, 
dass sie den neuen Benennungen zu Grunde gelegt ist, 
die ApoUonius den Kegelschnitten geben mnaste, nach- 
dem die Bestimmungsmethode, an welche die alten Be- 
zeichnungen sich anschlössen, aufgegeben war. Die Fi- 
gur, die benutzt wird, ist nämlich dieselbe me diejenige, 
welche, entsprechend der Umformung der Gleichung in 

ausdrückt, daes das Quadrat j* an die Strecke AE"=p 
so angelegt ist, dass die Seiten des mangehiden oder 
überechiessenden Rechtecks sich wie p : 2 a verhalten 
(vergl. Euklids 6tes Buch). In Übereinstimmung mit 
den bei der Auflösung dei Gleichungen zweiten Grades 
benutzten Bezeichnungen wird die dargestellte Kurve selbst 
Ellipse oder Hyperbel genannt, }e nachdem das Rechteck 
EF mangelt oder über'ii hiesst I'«t weder ein ÜberschuBs 
noch ein Mangel vorhanden, po hat man eine einfache 
Anlegung des Quadrates y'^ an p. Die Kurve y''=^px 
hat dann denselben Namen Parabel bekommen, wie die 
einfache Flächenanlegung. 
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Man sieht, dass die geometrische Algebra hier genau 
dieselben Dienste leistet, wie die Algebra in der späteren 
analytischen Geometiie. Wie wir jetzt die Grundeigen- 
Bchaft einer Kurve durch eine algebraische Gleichung 
ausdräcken, so wird sie bei Apollonius durch eine 
Figui- dargestellt. Dadui'ch dass diese Hülfafigur i-echt- 
winkelig zur Absciseenaxe gezeichnet ist, auch wenn die 
Ordinaten diese unter schiefen Winkeln schneiden, erhält 
sie eine gewisse Unabhängigkeit von der Figur, bei deren 
Unterauchung sie benutzt werden soll. Ebenso wie die 
algebraische Gleichung der Kurve vom zweiten Grade 
mit Bezug auf w ist, ebenso wird die Hulfefigur dieselbe, 
die in den Elementen zur Darstellung und Lösung einer 
Gleichung zweiten Grades benutzt wird. Gerade als 
«Kurven von zweiter Ordnung» haben die Kegelschnitte 
sich daher als so geeignet für die antike Behandlungsart 
ei'wiesen. Dass diese selbst der Algebra eine geometrische 
Form giebt, hat jedoch Veranlassung gegeben zu manchen 
Kombinationen des geometrischen Hülfsmittels mit dem 
Gegenstande der geometrischen Untersuchung, die der 
analytischen Geometrie femer liegen würden, namentlich 
solange diese geometrische Fragen vollständig in Rechen- 
aufgaben verwandelte. Im Gegensatze hierzu gleicht die 
antike Behandlung etwas mehr der jetzt üblichen Be- 
nutzung der analytischen Geometrie, bei der man die 
geometrische Bedeutung der vorzunehmenden Umformungen 
nicht vergisst. 

Wir können allerdings hier nicht bis ins Einzelne die 
Umformungen der unter geometrischer Form dargestellten 
Gleichungen der Kurve verfolgen, wodurch man nach 
und nach zu dem Resultat gelangt, das wir als das Ziel 
des Buches bezeichnet haben, aber ais Beispiel wollen 
wir doch ein ZwischengÜcd nennen, das eine Hauptrolle 
sowohl hier wie bei den weitergehenden Untersuchungen 



y Google 



206 Die griechische Mathematik: 

im Stell Buche spielt. Ein Kegelschnitt mit dem Mittel- 
punkt C und den Durchiuessera CE und CB wird als 
geomeiriecher Ort füi' solche Punkte ff betrachtet, dass 
das Viereck CMHT, welches begrenzt wird von 
diesen beiden Durchmessern, von der Linie HM, 
die den von CB halbierten Sehnen parallel ist, 
und von der HT, die den von C£ halbierten Seh- 
nen parallel ist, einen konstanten Flächeninhalt 
erhält. Für uns ist dieser Flächensatz allgemein gültig, 




': ball wn die eii zeh eii Teile eiiif uneij,L itli hf,i \iei 
eck-j \veiin ein solches \oikommt nich ^ew linhcheii 
Regeln mit \oraeiehen lechnen Apollonius dagegen 
muss ihn in mehieie veischiedene Sdtze zerlegen deren 
Zusimmenhing ei ]edo<.h offenbii \or Augen hat Die 
Anwendung lie K\ llouius im ei-sten Buche \ m d^e'^em 
Sitze maoht wnd man verstehen wenn wii danut hin 
weisen dass dei Sitz zueist aus dei (rleiclmng abgeleitet 
wird durch welche dieKune auf den einen Duichmessei 
und feeme Sei nen bezcgen ivird und laF.s ei diiiut luf 
entspiechfcnde \^ eise zu lei (_ lei 1 1 1 g tuhit wolurl 
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die K\m'e auf den anderen Durehmesser und seine Sehnen 
bezogen wird. 

Aus dem ersten Buche wollen wir noch die Be- 
stimmung der Tangenten erwähnen. Nach der Glei- 
chung der Kurve kommt es bei dieser darauf an, durch 
einen Punlit {^, y') der Kurve eine Gerade so au ziehen, 
dass jeder andere Punkt {x, y) von dieser der Bedingung 



genügt, worin für die Parabel -^ mit vertauscht wird. 

Apolionius zeigt, dase dies füi- die Ellipse und Hyperbel 
erreicht wird, wenn die Tangente und die Ordinate im 
Punkte {x, y') den Durchmesser harmonisch teilen (die 
Bezeichnung harmonisch ist jedoch neueren Ursprungs). 
Der Beweis ist etwas zu weitläufig, um hier wiederholt 
zu werden. Dagegen lässt sieh der Beweis dafür, dass 
eine, von einem Punkte {x, y') der Parabel j* — p x ge- 
zogene Gerade, welche die Abscissenaxe im Punkte ( — x', 0) 
trifft, Tangente der Parabel ist, sich etwa auf folgende 
Weise wiedergeben. Ist (x,y) ein Punkt dieser Geraden, 
so wird 

y^ _____ y"^ 

(x' -{- xy 4x'^' 

Da man nun durch Euklid weiss, dass die mittlere 
Proportionale zwischen zwei Grössen (ihr geometrisches 
Mittel) kleiner ist als ihr arithmetisches Mittel, oder dass 



, ^/x^x'y 



-.11 
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Wenn man recht erkennt, wie gut und vollständig 
der Grund in ApoUonius' ei-stem Buche gelegt ist, so 
versteht man um so mehr, wie er sich in mehreren von 
den übrigen Büchern so hoch erheben kann, namentlich 
im 3ten und zumteil im 5ten Buche. Wir müssen uns 
hier damit begnügen, den Inhalt dieser verschiedenen 
Büctor in aller Kürze anzugelTen. 

Im 2ten Buche werden die Haupteigenschaften der 
Asymptoten und konjugierten Durchmesser auseinander- 
gesetzt. Ausser den zusammengehörenden Ästen einer 
Hyperbel -yerden auch konjugierte Hyperbeln betrachtet, 
die in verschiedenen Winkeln zwischen denselben Asymp- 
toten liegen und Durchmesser von gleicher Länge haben. 
Es werden nämlich auch den Durchmessern, welche die 
Kurven nicht schneiden, Längen beigelegt, die in Wirk- 
lichkeit dieselben sind, die wir jetzt benutzen. Ausser- 
dem werden verschiedene Aufgaben über Durchmesser 
und Asymptoten gelöst, darunter die Konstruktion von 
Mittelpunkt und Axen eines gegebenen Kegelschnittes, 
Konstruktion einer Tangente, die einen gegebenen Winkel 
mit dem Berührungsdurchmesser bildet u. s. w. 

Das 8te Buch enthält vor allem solche Sätze, welche 
sich auf die Punkte der Kurven unabhängig von Durch- 
messern und Axen beziehen. Der Ableitung dieser Sätze 
wird der schon genannte Flächensatz zu Grunde gelegt, 
der in Wirklichkeit eine Beziehung der Kurve auf zwei 
nicht konjugierte Durehmesser darstellt. Man begreift, 
dass er auch einen guten Ausgangspunkt für den Beweis 
des auch von Archimedes gekannten Potenzsatzes ab- 
geben kann; denn dieser betrifft Sehnen mit gegebenen, 
aber willkürlich gewählten Richtungen. Die Hauptsätze 
über Pol und Polare finden sich auch vor. Endlich 
kommt auch die Erzeugung eines Kegelschnittes durch 
zwei solche Geradenbüscliel vor, die man jetzt pro- 
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jektiviache nennt. Die Scheitel der Büschel sind be- 
liebige Punkte A und C der Kurve, und die einander 
entsprechenden Geraden A M und C M werden dadurch 
bestimmt, dass sie auf den, zu den Tangenten in A und C 
gezogenen Parallelen die Stücke C P und A Q abschneiden, 
welche ein Rechteck von konstantem Flächeninhalt bilden. 




Man sieht leicht, dass alle dies« '^atze un\ollstai"idig 
und wenig übersichtUch werden, wenn ein einzelnei Hj 
perbelast allein für sich betrachtet \\ird M-m \ ersteht 
deshalb dass Apolloniu'« neue iufEaasung dei beiden 
Kurveniste namenthch seinem diittem Buche einen wcent 
1k1 en Voraug \oi dei üuheien Behandlung desselben 
Gegenstindefc \eiliehen hat selbst wenn einzelne Sitze 
in begienzteier Foim \orher bekannt gewesen sind 

Eine indeie Eeihe loii Sätzen demselben Buches ent 
hilt die emfichsten Bestimmungen \on Tangenten ihiie 
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Benutzung der Berührungspunkte, namentlich von Tsiu- 
genten an eine Hyperbel als denjenigen Geraden, die auf 
den Asymptoten vom Mittelpunkt aus ^ und von Tan- 
genten an eine Ellipse und Hyperbel als denjenigen Ge- 
raden, die auf parallelen Tangenten vom Beruh™ ngs- 
pimkte aus — Stücke abschneiden, die ein Rechteck von 
konstantem Inhalt bilden. Tangenten an eine Parabel 
werden als solche Geraden bestimmt, deren Schnittpunkte 
mit festen Tangenten gleichzeitig proportionale Strecken 
durchlaufen. Diese Sätze erklären das Ziel, welches zwei 
kleinere Schritten des Apollonius über den Verhäitnis- 
schnitt und den Flächenschnitt verfolgen. Die Auf- 
gaben: «von einem Punkt aus eine Gerade zu ziehen, 
die auf zwei gegebenen Geraden von gegebenen Punkten 
an Stücke abschneidet, welche in einem gegebenen Ver- 
hältnis stehen oder ein Rechteck von gegebener Fläche 
bilden,» hat er in diesen Schriften mittels der geometri- 
schen Algebra gelöst und — wenigstens in der erhaltenen 
Schiift über den Verhältnisschnitt — mit einer fast pein- 
lichen Berücksichtigung aller Einzelheiten diskutiert. Die 
Lösung dieser Aufgaben mittels Zirkel und Lineal liefert 
in, der That, gemäss den erwähnten Sätzen des Sten Buches 
über die Kegelschnitte, die Bestimmung einer Tangente 
von einem gegebenen Punkte an einen hinlänglich be- 
stimmten Kegelschnitt. 

Noch ein bemerkenswerter kleiner Abschnitt ist in 
demselben dritten Buche enthalten, nämlich eine elemen- 
tar-geometrische Behandlung der Lehre von den Brenn- 
punkten der Ellipse und Hyperbel. Die Lage dieser 
Punkte F und F-^^ auf der Hauptaxe AA^ ist, wie 
angegeben wird, dadurch bestimmt, dass das Rechteck 
AF .F A-^ gleich ^ ap sein muss, wo 2 a und p die Länge 
der Axe und des Parameters bezeichnen, Mit Hülfe der 
eben genannten Bestimmung von Tangenten an die Ellipse 
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und Hyperbel ergiebt sich dann, dass das Stück, welches 
die Tangenten in A und A^ auf einer beweglichen Tan- 
gente absehneiden, von F und F-^ aus unter einem rech- 
ten Winkel gesehen wird, wonach die übrigen Hauptßätae 
leicht zu erreichen sind. Über den Brennpunkt der Pa- 
rabel findet sich merkwürdigerweise nichts bei Apollo- 
nius. Pappus' Hiilfssätze zu einer verlorenen Schrift 
Euklids lassen jedoch vermuten, dass dieser Punkt teil- 
weise wenigstens schon dem Euklid bekannt war. 

Im 4ten Buche wnd die grösste Anzahl (Maximum) 
der Schnittpunkte zwischen zwei Kegelschnitten bestimmt. 
Hier giebt ApoUonius m dei Vorrede ausdrücklich an, 
dasB sein personhchei Fortschritt m der Bezugnahme auf 
beide Äste dei Hyperbel besteht ein Umstand, der hier 
eine Hauptrolle spielt Bei unserer Auseinandersetzung 
über die Behandlung raumhchei Aufgaben durch die Alten 
werden wir genauer uler das 5te Buch reden. Das 6te 
Buch handelt teds nbei ähnliche Kegelschnitte, teils 
enthält es einige Erweiteiiingeu der im ersten Buche vor- 
genommenen Konsti'uktioneii von Kegeln durch voi^eiegte 
Kegelschnitte. 

Das 7t© Buch enthält eine grössere Sammlung von 
Ausdmcken für gewisse Funktionen von den Längen kon- 
jugierter Durehmesser, von den zugehörenden Pai'ametern 
u. B. w. Namentlich kommen hier die wichtigen Sätze 
vor, dass der Inhalt desjenigen Dreiecks, welches von 
einem Paare konjugierter Durchmesser (die bei der Hy- 
perbel Durchmesser konjugierter Hyperbeln sind) und der 
zwischen ihnen liegenden Sehne gebildet wird, konstant 
ist, ebenso wie die Summe oder Differenz der Quadrate 
von konjugierten Durchmessern. In den anderen Fällen, 
wo die Funktionen sich nicht als konstant erweisen, werden 
ihre Maximal- oder Minimalwerte gesucht. Da nun an- 
gegeben wird, dasB das 7te Buch die Beweise für die 
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Diorismen der Aufgaben enthält, die in dem jetzt ver- 
lorenen Sfcen Buch ihre Lösung fanden, so müssen diese 
Aufgaben darauf ausgegangeu sein solche konjugierte 
Durchmesser zu finden, für welche diese Funktionen ge- 
gegebene Wetten haben. Die Ausdi'ücke, welche im 7teii 
Buche für diese Funktionen gefunden sind, haben sofort 
die für die Lösung der Aufgaben erforderlichen Glei- 
cliungen geliefert. 



25, Räumliche Orter und Aufgaben. 

Der ursprüngliche Zweck der Lehre von den Kegel- 
schnitten bestand darin, wie wir bereits angegeben haben, 
geometrische Örter herzustellen, die sich bei der Lösung 
solcher Aufgaben benutzen lieasen, bei denen die Gerade 
und der Kreis nicht mehr ausreichten. Aufgaben, die 
sieh mit Hülfe der Gerade» und des Kreises lösen lassen, 
heissen ebene Aufgaben, und Gerade und Kreis heissen 
als geometi-ische Örter ebene örter. Im späteren Alter- 
tum nahm man an, dass der letzte von diesen Namen 
der ursprüngliche sei und daher rühre, dass die angeführten 
Linien ursprünglich als in einer Ebene liegend bestimmt 
werden. Es ist jedoch genau eben so wahrscheinlich, 
dass der Name eben ursprünglich solchen Aufgaben an- 
gehört hat, die von Gleichungen von höchstens dem zweiten 
Grade abhangen, also in der geometrischen Algebra in 
der Ebene durch Relationen zwischen Flächen dargestellt 
wei-den. Ist das richtig, so hat der Name «räumliche 
Aufgaben» ursprünglich solchen angehört, die von Glei- 
chungen Sten Grades abhängen und durch Relationen 
zwischen Parallelepipeden dargestellt werden. «Räumliche 
Örter» bezeichnen solche geometrische örter, die Kegel- 
schnitte sind. Man darf annehmen, dase dieser Name 
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daher rührt, dass sie für die Lösung von räumlichen Auf- 
gaben bestimmt waren. Bereits im späteren Altertum 
nahm man jedoch an, dass umgekehrt der Name räum- 
liche örter der ältere sei und von der slereometrischen 
Definition der Kegelschnitte bei-rühre. 

Leider ist die Schrift des Aristäue, in der die Kegel- 
schnitte namentlich als geometrische örter behandelt worden 
sein sollen, verloren gegangen, und wir wissen nichts 
von späteren Werken, in denen dasselbe Ziel verfolgt ist. 
Da jedoch Apollonius' Lehre von den Kegelschnitten 
denselben Gegenstand von einer anderen Seite behandelt 
hat, so läset sich daraus schhessen, welche aräumlichen 
örter» man gekannt hat oder doch leicht hat finden 
können, sobald in einer Aufgabe Verwendung dafür war. 
Bereits aus Apollonius' erstem Buche sieht man, dass 
dies nicht nur der Fall gewesen sein muss, wenn gewisse 
gegebene Linien sich sofort als konjugiert^ Durchmesser 
oder dergleichen ergaben. Im Flächensatze wird nämlich 
die Kurve auf zwei nicht konjugierte Dm-chmesser be- 
zogen. Das dritte Buch führt uns jedoch weiter, teils 
durch seinen eigenen allgemeineren Charakter, teils da- 
durch, dass Apollonius ausdräcklich angiebt, wozu es 
benutzt werden soll. Seine besondere, gewiss durch Ein- 
führung der beiden Hyperbeläste vervollständigte, Behand- 
lungsart soll nämlich nach seiner eigenen Angabe den 
Mängeln bei der älteren Bestimmung räumlicher Örter 
abhelfen. Unter diesen örtern wird ausdrücklich «der 
Ort zu drei oder vier Geraden» genannt. Der Ort zu 
vier Geraden ist diejenige Km^ve, welche, wenn x, y, % 
und u, gemessen auf Schiefen von gegebenen Eichtungen, 
die Abstände eines Punktes von vier festen Geraden be- 
zeichnen und k eine Konstante bedeutet, durch die Glei- 
chung 
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dargestellt wird. Der Ort zu di-ei Geraden wird aut ähn- 
liche Weise durch die Gleichung 



Ältere, nicht ganz vollständige Beweise dafüi', dass 
diese Öi-ter Kegelschnitte sind, muas Apolionius als so 
wohl bekannt voraussetzen, dass seine Leser, ohne dass 
die Beweise wiederholt wurden, sehen konnten, dass sie 
dui-oh sein 3tes Buch vervollständigt wurden. Dieses Buch 
muss also die Voraussetzungen vervollständigt haben, auf 
denen man vorher diese Beweise aufführte und auch fort- 
fahren sollte sie aufzuführen. Wir, die wir die ältere 
Bestimmung der Örter nicht kennen, können nur ans 
dem, was im Buche vorliegt, versuchen Schlüsse auf diese 
zu ziehen. Das ist nicht so schwierig für den Ort zu 
drei Geraden. Dass ein beliebiger Kegelschnitt ein sol- 
cher Ort ist, leitet Apolionius nämlich selbst (im Ver- 
laufe des Beweises für die erwähnte Erzeugung dureh 
projektivische Büschel) ab aus einem speciellen Falle des 
Potenzsatzes. Dass er auch ein Ort zu vier Geraden sein 
kann, lässt sich in dem Falle, wo zwei gegenüberhegende 
Geraden, ^ = und « = 0, parallel sind, aus dem all- 
gemeinen Potenzsatz ableiten. 

Dass schon hierdurch viel erreicht ist, sieht man am 
besten durch eine Zusammenstellung mit der Darstellung 
eines «räumlichen Ortes» durch die analytische Geometrie, 
Nimmt man einen Punkt dieses Ortes zum Anfangspunkt, 
so erhält man eine Gleichmig von der Form 

ax^ + bxy + cß + dx + ey^^O 
oder 
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Die Kurve wird also geradezu als Ort zu vier Geraden 
von denen zwei gegenüberliegende parallel 
sind. Da nun die von den Alten vorgenommene Um- 
legung von Flächen und Einfühining von Koefiicienten 
mittels der Propoi-tionslehre genau unserer Behandlung 
von Ausdrücken zweiten Grades entspricht, so wird die 
jetzige Darstellung einer Kurve dm'ch eine allgemeine 
Gleichung zweiten Grades ziemlich genau der antiken 
Darstellung als Ort zu vier Geraden, von denen zwei 
gegenüberliegende parallel sind, in geometrischer Trag- 
weite entsprochen haben. Hierauf Hess sich auch der 
allgemeine Ort zu vier Geraden zurückführen. Dass man 
wirklich ein Auge für diese umfassende Bedeutung des 
Ortes zu vier Geraden hatte, geht aus dem Gewicht her- 
vor, das ApoUonius darauf legt, gerade die Behandlung 
dieses Ortes verbessert zu haben. Übrigens scheint auch 
Euklids verlorene Schrift über Porismen Mittel zu sol- 
chen Umformungen angegeben zu haben, wie sie hier 
Verwendung finden konnten. 

Es giebt eine verlorene Schrift des ApoUonius, 
die man mit dem Ort zu vier Geraden in Verbindung 
bringen könnte, nämlich die Schrift über den bestimm- 
ten Schnitt. Man weiss nämlich, dass diese die Kon- 
struktion von Punkten auf einer Geraden enthalten hat, 
deren Abstände von zwei Punktepaaren derselben Geraden 
Eechtecke von gegebenem Verhältnis bilden, sowie eine 
sorgfältige Diskussion dieser Aufgabe. Auf diese Aufgabe 
wird die Bestimmung der Schnittpunkte zwischen einer 
Geraden und einem Ort zu vier Geraden zurückgeführt, 
wenn alle vier Abstände parallel mit der gegebeneu Geraden 
gerechnet werden. Fasst man die Sache so auf, so fällt 
die Bestimmung eines Ortes zu vier Geraden zusammen 
mit dem Satze über Involution der Schnittpunkte einer 
Geraden mit einem Kegelschnitte und mit den gegenüber- 
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liegenden Seiten eines einbeschriebenen Vierecks, der später 
von Desargues wiedergefunden ist und seinen Namen 
trägt, Sicher ist es, dass die Schrift über den beetiramten 
Schnitt einzelne wichtige Teile der jetzigen Lehre von der 
Involution enthalten hat. 

Wie soeben angeführt waren räumliehe Aufgaben 
wohl ui'Sprünglieh solche, die von Gleichungen dritten 
Grades abhingen und stereometrisch dai'gesteilt wurden. 
Später dagegen wurde der Name mit der Lösung durch 
Kegelschnitte verbunden, und dadurch kam es, dass er 
faktisch auch solche Aufgaben umfasste, die — wenn 
man sie auf eine Gleichung gebracht haben würde — 
von Gleichungen vierten Grades abhängig gewesen wären. 

Die eiiifachste räumliche Aufgabe, die reine kubische 
Gleichung, haben wir bereite in der Form der Frage nach 
der Multiplikation des Würfels kennen gelernt, und wir 
haben zugleich gesehen, wie die Benutzung von Kegel- 
schnitten sich ursprünglich an die Lösung dieser Aufgabe 
knüpfte. Andere Beispiele sind ans b^egnet in der Drei- 
teilung des Winkels oder in den Einschiebungen, worauf 
diese zurückgeführt wird, und wir haben erwähnt, dass 
Ärehimedes in der Schrift über die Spiralen einen 
anderen Gebrauch von denselben Einschiebungen macht. 
Wie diese durch Kegelschnitte ausgeführt wurden, das 
hat uns Pappus mitgeteilt. 

Die wichtigsten Beispiele für die Lösung räumlicher 
Aufgaben durch Kegelschnitte, die wir aus den besten 
Tagen der griechischen Mathematik besitzen, linden sich 
jedoch in der überlieferten Behandlung der Gleichung, 
auf welche Ärehimedes seine Teilung der Kugel zu- 
rückführt (vergl. S. 185), und in der Konstruktion von 
Normalen von einem Punkte an einem Kegelschnitt im 
5ten Buche des Apollo n ins. Was diesen Lösungen 
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namentlich Interesse verleiht, ist die Sorgfalt, mit der 
sowohl die Bedingungen für die Möglichkeit auseinander 
gesetzt werden, sowie auch die verschiedene Anzahl von 
Lösungen, die man erhält, wenn man den gegebenen 
Grössen verschiedene Wei-te beilegt. Dadurch tiitt — in 
voller Übereinstimmung mit dem, was wir über die Be- 
deutung der geometrischen Konstruktion bei den Uriechen 
gesagt haben — deutlich hervor, dasa die Konstruktion 
durch Kegelschnitte nicht so sehr ein Mittel — und zwar 
ein sehr dürftiges — ist um die gesuchten Grössen her- 
zustellen, sondern vielmehr ein gut«a theoretisches Mittel 
um zu untersuchen, in welchen Fällen sie existieren. Die 
Bestimmungen der Maxima und Minima, die man dadureh 
für die gegebenen Grössen erhält, sind die wirklichen 
und bedeutungsvollen geometrischen Sätze, die das Haupt- 
ziel der Untersuchung bildeten. 

Wh- haben gesehen, dass Archimedes die Kugel- 
teilung zurückführte auf die Gleichung 

DB^:DX^'=XZ: TZ. 

wo D, B, T und Z bekannte Punkte, X ein gesuchter 
Punkt einer Geraden ist. In dem bereits erwähnten über- 
lieferten Manuskript, das vielleicht von Archimedes 
selbst heiTÜhrt und einen Anhang zu seinem 2ten Buch 
über die Kugel und den Cyhnder gebildet hat, wird diese 
Aufgabe auf eine Weise gelöst, die wir am leichtesten in 
modernen algebraischen Zeichen folgendermassen wieder- 
geben können. Schreiben wu- seine Gleichung in der Form 



und setzen wir diese beiden Quotienten gleich—, wo e 

y 

eine beliebige Gerade ist, so lassen sich x rmd ii bestimmen 
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als Schnittpunkt« zwischen der Parabel x'^^ — .y und 

der Hyperbel (a — af)y = ce. 

Bei den Anwendungen auf die Kugelteilung sind die 
Konstanten, die wir hier mit a und c bezeichnet haben, 
positiv, und es kommt darauf au, einen solchen Wert 
von X zu bestimmen, dass <.x <^^a, da. X zwischen D 
und B, den Endpunkten desKugeldurchmesaers DB^^DZ, 
fallen muss. Bie erhaltene Darstellung der Gleichung be- 
greift jedoch auf Grund der verschiedenen Lagen, die man 
Z und T erteilen kann, oder die man den gesuchten 
Punkt X einnehmen lassen kann, alle Gleichungen von 
der Form 

X'^ ■]-ax'' -\' 6 = 

in -u.h, und die Aufgabe lasst Mch s teilen dass n in 
alle Wuizeln mit bekommt Wu hii en h er il"«« e 
Beispiel fui das, was wir schon fiuher gesagt haben dis 
namlieh, wenn die Griechen auch nicht unse e ben tzu " 
dei Voizeichen kannten, die geometiieehe Da stellu g d eae 
Maugel immerhin wenigei luhlbai m chte 

Was nun die Gienzbedingungen 1 et ifft =i e de 
dic^e Lei den einzelnen Aufgaben zum Te 1 d a f i e 1 e 
ob der Punkt X auf oder neben die Intervalle fällt, welche 
die vorliegende Aufgabe fordert; was aber zugleich bei 
allen diesen Aufgaben eine Hauptsache bleibt, das ist 
die Ei'kennung der Grenzfälle, in denen die Kegelschnitte 
sich berühren, zwei Wuraeln also zusammenfallen; denn 
dadurch wird der Übei^ang zwischen den Fällen gebildet, 
in denen diese beiden Wurzeln reell sind, also nach der 
damals geltenden Auffassung wirklich existiren konnten 
oder nicht. In dem aufbewahrten Bruchstücke wird an- 
gegeben, dass dieser Übergangs fall eintritt, wenn x=^^a. 
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wenn also i^ 



Ist dagegen : 



b^c<.^^a^ sein, was also die Bedingung für zwei Auf- 
löauDgen wird. Dies wird leicht bewiesen mit Hülfe der 
Sätze über die Tangenten der Kegelschnitte. Soll nämlich 
die Tangente der Parabel im Punkte P die Hyperbel be- 
rühren, deren Asymptoten die Geraden y = und y = a 
sind, so muss P die Mitte des 
Stückes der Tangente sein, welches 
die Asymptoten abschneiden. Der 
Schnittpunkt S der Tangente mit 
der Abseisaenaxe, die Tangente im 
Scheitelpunkt der Pai-abel ist, soll 
femer die Mitte zwischen P und — 
dem Schnittpunkt mit der Ordi- 
natenaxe sein. Daraus ergiebt sich, 
dass D Q, die Abscisse von P, gleich i 

I DZ ist. Man überzeugt sieh leicht, 

dass, wie Archimedes sagt, die für die Möglichkeit der 
Lösung gestellte Bedingung, J^ c < ^^ a^, wirklich bei 
der Kugelteilung ei-füllt ist, bei der der Punkt B auf Q, 
und T zwischen Q und Z fällt. Man erhält jedoch nur 
eine Lösung, da die Punkte X auf verschiedene Seiten 
von B fallen würden, und man nur denjenigen benutzen 
kann, der auf Z>B fällt. 

Archimedes führt also seine Aufgabe über Kugel- 
teilung zurück auf eine kubische Gleichung von sehr 
allgemeiner Form, die, wie bereits bemerkt wurde, auch 
einen Beweis hefert für den letzten Satz des zweiten 
Buches über die Kugel und den Cylinder, und die ferner 
Anwendung findet bei einigen von Archimedes an 
anderen Orten gestellten Aufgaben über die Bestimmung 
von Segmenten von Ellipsoiden und Hyperboloiden mit 
gegebenem Volumen. Apollonius' Bestimmung von Nor- 
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malen ist dagegen ein Beispiel für eine Aufgabe, die di- 
rekt durch Kegelschnitte gelöst wird ohne Aufstellung einer 
Gleichung. Wir wollen uns damit begnügen seine Lö- 
sung in der Sprache der jetzigen 
Algebra mitzuteilen. sei ein 
Punkt (a;^, y^) der an einen 
Punkt M (x, y) eines Kegel- 
schnittes gezogenen Normalen, 
H G der Schnittpunkt dieser Nor- 
"" \ j rnalen mit der Hauptaxe, und 

N N die Pi'ojektion von M auf 

dieselbe Axe. Nehmen wir dann 
diese zur Abscissenaxe und rechnen wir, um die von 
Apollonius besonders behandelten Fälle zusammen- 
zufassen, die Grössen nach moderner Weise mit Vor- 
zeichen, so haben wir 

l, ^ JVfi 

NG ist die Grösse, die wir jetzt die S üb normale nennen, 
und beträgt für die Parabel ^; dadm'ch verwandelt sich 
die gefundene Gleichung in 

für die Ellipse und Hyperbel ist die Subnormale, wenn 
man den Mittelpunkt zum Anfangspunkt nimmt, beziehungs- 
weise + — ^a;, und dadurch veiTvandelt sich die Gleichung in 



OtS)^ 
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In beiden Fällen wird, wenn der Punkt {x^, y^) ge- 
geben ist, der Punkt {x, y) auf einer Hyperbel liegen, 
deren Schnittpunkte mit der gegebenen Kurve die Fuss- 
punkte der vom Punkte {x-^, y^) ausgehenden Normalen 
sein werden. Diese Bestimmung der Normalen benutzt 
Apolioniua um ausführlich zu untersuchen, wie viele 
Normalen sich von den verschiedenen Punkten der Ebene 
ziehen lassen. Die Hauptsache ist hier diejenigen Punkte 
zu bestimmen, deren entsprechende Hyperbehr die gegebene 
Kurve berühren. Die von diesen Punkten gebildete Kurve 
bildet nämhch den Übergang zwischen den Teilen der 
Ebene, die so beschaffen sind, dass man von den Punkten 
des einen Teiles zwei Normalen mehr ziehen kaim als 
von denjenigen des anderen. Indem Apollonius die Be- 
dingungen für die erwähnte Berührung sucht, findet er, 
wie man die Ordinate eines Punktes dieser Kurve be- 
stimmen kann, wenn man die Abseisse kennt. Die Kurve 
ist dieselbe, die man jetzt die Evolute des Kegelschnittes 
nennt. Indessen ist weder bei Apollonius noch bei den 
Alten überhaupt die Rede von irgend einer genaueren 
Untersuchung dieser Kurve, als die hier angeführte ist. 



26. Die berechnende Geometrie, 

Aus Archimedes' Integi'ationen, wie wir sie genannt 
haben, aus Apollonius' Lehre von den Kegelschnitten 
und aus der von den Griechen gemachten Anwendung der 
Kegelschnitte zur Diskussion von Aufgaben, die in unserer 
Mathematik von Gleichungen dritten und vierten Grades 
abhangen, erkennen wir, bis zu welcher Höhe die griechische 
Geometrie und die Mathematik in geometrischer Form sich 
gehoben hatten. Wir haben fräber gesehen, mit welcher 
Strenge man die Algemeingültigkeit dieser Mathematik 
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sicher stellte. Wir haben indeBsen auch oft Gelegenheit 
gehabt zu ei'wähnen, daes man bei diesem Streben na«h 
Algemeingültigkeit zu wenig Gewicht legte auf die Ent- 
iviclrelung der Hülfemittel für wirkliche numerische Berech- 
nung, durch welche die Mathematik praktische Anwendung 
erhalten konnte. 

Selbstverständlich veiiiachlässigte man jedoch diese 
Seite der Sache nicht ganz. Man fuhr fort die geometiischen 
Sätze, die man von den ägyptischen Landmessern gelernt 
hatte, auf das Landmessen anzuwenden, und fügte dazu 
■auch die Anwendung der einfachsten von den Sätzen, die 
man selbst fand. Es würde ungereimt sein anzunehmen, 
dass die Mathematiker, die Einsicht genug besassen um 
ihren Resultaten eine so allgemeingültige Form zu geben, 
nicht auch eben dadurch die specielle Anwendbarkeit 
dieser Resultate auf die numerischen Aufgaben kenneu 
sollten, die in der Praxis vorkommen können. Denjenigen, 
welche eine so scharfsinnige Lehre von den Proportionen 
ausgearbeitet haben, haben die Mittel für die Behandlung 
solcher Aufgaben, die in der Praxis unter die einfache 
oder zusammengesetzte Regula de Tri gehören, nicht 
gefehlt. Hero — bei dem wir zugleich eines von den 
geometrischen Resultaten antreffen, von dessen Anwendung 
in der Pi-axis namentlich die Rede sein könnte, nämhch 
die Bestimmung des Inhaltes eines Dreiecks aus seinen 
Seiten — hat in seinen Aufgabensammlungen Zeugnis 
gegeben von der numerischen Anwendung wenigstens der 
einfachsten planimetrischen und stereometrischen Sätae 
und von der Auflösung von Gleichungen zweiten Grades. 
Das beschränkte Gebiet der Geometrie, aus dem diese 
Anwendungen genommen werden, und der bescheidene 
Grad von Genauigkeit, mit dem Hero sich bei seinen 
Berechnungen begnügt, deuten jedoch darauf hin, dass 
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in der That guter Grund vorhanden ist, diese Seite der 
griechischen Mathematik etwas niedriger au stellen. 

Es wai- nicht ausschhessUch der schon (S. 57 — (51) 
envähnte Mangel an Rechenfertigkeit, der in den besten 
Tagen der giieehischen Geometrie ihrer Anwendung auf 
wirkliche Berechnungen Hindernisse entgegenstellte, sondern 
ihre Resultate waren für solche nicht besonders eingerichtet. 
Die Aufgaben werden in der Form von Konstruktionen 
gelöst, und diese laasen sich gewiss oft in Berechnung 
umsetzen, so wie man es sicher lange vor Hero gethan 
hat. Indessen giebt es, selbst wenn wir uns an die 
elementare Geometiie halten wollen, ein wichtiges Gfebiet, 
auf dem diese Umsetzung sich nicht bewerkstelligen läset, 
nämlich dasjenige, wo unter den Grössen, die sich durch 
einander bestimmen lassen sollen, nicht bloss Strecken, 
Flächen und Volumina vorkommen, sondern auch Winkel. 
Mit anderen Worten, die Griechen besassen in dei- besten 
alexandrinischen Zeit noch keine Trigonometrie, ein 
Mangel, dem erst die grossen Geometer und Asti'onomen 
jener Zeit abzuhelfen begannen. Bevor dies geschah, war 
man jedoch nicht ganz von solchen Untersuchungen aus- 
geschlossen, die man jetzt auf tiigonometrisehem Wege 
vornimmt. Die Sätze 12 und 13 im 2ten Buche von 
Euklids Elementen drücken ganz dasselbe aus wie die 
Formel 

Q, s ^ j'i _|_ c2 — 2 b ccosa 

und lassen sich ebenso ganz wie diese bei allen allge- 
meinen Untersuchungen anwenden, bei denen der Winkel 
a nicht gerade m Winkelmaass gegeben ist oder in 
solchem auszudiucLen versucht wird. Wie scharf man 
den Zusammenhing zwischen der Grösse von Winkeln 
und dem \ eihaltnifse von Strecken auffasste, geht aus 
len Sätzen m Euklids Data hervor, die aussagen, dass 
Dieie i. u te j,ewissen Bedingungen der Gestalt nach 
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gegeben ist. Nach Satz 80 dieses Buches ist das dei- 
Fall bei einem Dreieck, von dem ein Winkel und das 
Verhältnis zwischen dem Rechteck aus den einsehliessenden 
Seiten und dem Quadrat der gegenüberliegenden Seite 
gegeben sind. Die übrigen Winkel des Dreiecks und die 
Verhältnisse zwischen seinen Seiten werden also durch 
diese Grössen bestimmt. Im übrigen enthalten die Data 
weitergehende Sätze derselben Art. 

Für numerische Berechnung lassen solche Sätze sich 
jedoch erst dann benutzen, wenn unter der einen oder 
anderen Form der ZuBammenhang zwisclien einem in 
Winkehnaass gegebenen Winkel und dem Verhältnis von 
Strecken bestimmt ist. Einen derartigen Zusammenhang 
kannte man wohl für die wenigen Centriwinkel regulärer 
Polygone, deren Seiten man konstruieren und dadurch 
berechnen konnte; aber teils scheint man diese Berech- 
nung lange unterlassen zu haben, teils war hier nur die 
Rede von ganz einzelnen Winkeln. 

Hieraus lässt sich sehliessen, dass die Anwendung 
der Mathematik auf die Astronomie, die mit Eudoxus 
ihi'en Anfang genommen hatte, zu Euklids Zeiten noch 
nicht zu sonderlich genauen Bestimmungen geführt haben 
kann. Denn das, was man einigei-massen genau beob- 
achten kann, sind eben Winkel, und diese verstanden 
die Mathematiker nicht ku gebrauchen, weshalb man 
dann wieder umgekehrt auf derartige Bestimmungen 
keinen Fleiss verwandte. Man hat sicher in der Schule 
des Eudoxus und namentlich in derjenigen Piatos seine 
Gleichgültigkeit in dieser Beziehung auf dieselbe Weise 
beschönigt wie die Gleichgültigkeit gegenüber der aus- 
führlichen Berechnung von irrationellen Grössen, und 
gemeint, dass man sich, wenn sich bei empirischen Be- 
stimmungen doch keine mathematische Genauigkeit er- 
reichen Hesse, ebensogut mit einer gröberen Bestimmung 
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begnügen könne. Wenn man solche als Postulate auf- 
stellte, so kam es nur darauf an mit absoluter Sicher- 
heit diejenigen Resultate abzuleiten, die aus diesen einmal 
aufgestellten Voraussetzungen folgen. 

Wurde man nun auch auf diese Weise dahin gebracht 
das Messen von Winkeln zu vernachlässigen, so mussten 
dennoch WinkelgrÖssen sich bei den astronomischen Ee- 
stimmuiigen von selbst geltend machen. Beispielsweise 
konnten sie sich darbieten als Verhältnisse zwischen den 
Zeiten, in denen ein Bogen und der ganze &eis bei einer 
gleichförmigen Kreisbewegung durchlaufen wei-den. Ein 
Beispiel für die Art und Weise, wie man bei richtigen 
mathematischen Schlüssen diese Ai-t von Bestimmungen 
anzuwenden verstand — und zugleich ein Beispiel für 
die Ungenauigkeit der damaligen Bestimmung von Winkein 
— besitzen wir in einer überlieferten Untersuchung des 
Aristarch von Samos über Abstand und Grösse der 
Sonne und des Mondes. Bei dieser Untereuchung, bei 
der Aristarch jedoch Vorgänger gehabt hat, namentlich 
denEudoxus, wird teils der Radius des Erdschattens in 
der Entfernung des Mondes von der Erde benutzt, dessen 
Verhältnis zum Radius des Mondes aus der Dauer der 
Verfinsterung berechnet wird, teils der Winkelabstand 
zwischen Sonne und Mond in dem Augenblick, wo der 
Mond sich genau halb erleuchtet zeigt. Während im 
übrigen der Proportionslehre gemäss mit Verhältnissen 
zwischen Entfernungen und Radien operiert wird, wird 
dieser letzte Winkel in Winkelmaass gefunden. Sein 
Komplement wird von Aristarch auf 3" veranschlagt, 
und daraus wird abgeleitet, dass der Abstand der Sonne 
19mal so gross ist wie der des Mondes, was dasselbe ist 
als wenn man annimmt, dass in unserer trigonometrischen 
Sprache sin 3" = ^g . 

15 
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um dahin 7.u gelangen, benutat Aristarch einen 
Hülfssatz, der sich trigonometrisch folgend er masaen aus- 
drücken lässt: Wenn der Winkel & von bis — wächst, 



Diesen Satz betrachtet er als bekannt, und wir erkennen 
auch leicht die Verbindung zwischen ihm und älteren 
Untersuchungen, deren Bedeutung uns dadurch klarer wird. 

pr und 5- sind nämhch dem Radiusvector und der 

smi? ig iT 

Abscisse der Quadratrix (vergl. S. 77) proportional, und 
die angeführten Resultate haben sich dann natürlich 
an die Untersuchung dieser Kui've angeschlossen. 

Zugleich wusste man aus der Bestimmung der Seiten 

?i 1 TZ "I 

i-egulärer Polygone, dass sin ^ = -^ "nd tg - 



oder, daV2>-, dass (^f „-< tr^. Hieraus erhält man zur 
Bestimmung von sin 3" oder sin — 



und sin^<tg^<--^<^^, 

mithin näherungs weise sinZ"^-^^. 

Es ist beachtenswert, dass sich dasselbe Verfahren, 
da sm 1? < # < tg ^, oder wie die Griechen es ausdrücken, 
da ein eiiibeschiiebenes Polygon einen kleineren, ein um- 
beschriebenes einen grösseren Umfang hat als der Kreis, 
auf eine genährte Bestimmung von n anwenden lässt. 
Danach ergiebt sich 

3 < ji < 3f 

Bestimmungen dieser Art konnte man seit den Zeiten 
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Antiphone nnd Brysone (S. 69, 70) ausführen, denn da 
man die von diesen begangenen Fehler erkannte, war 
man auch imstande sie zu vermeiden. Die geometrischen 
Hülfsmittel üür die Erreichung einer grösseren Genauigkeit, 
die in der Eerechnung der Umfange von regulären Poly- 
gonen mit mehr Seiten bestehen wüi'den, besaes man 
auch zu den Zeiten Euklids. In dieser Beziehung dür- 
fen wir nämlich nicht nur an Polygon selten denken, 
deren Irrationalität er ausdmcklich darstellt, derm dabei 
beschränkt er sich auf diejenigen, die bei der Konstruk- 
tion regulärer Polyeder, benutzt werden, und er teilt nicht 
alles mit, was man, nach seinem Buche und z. B. nach 
Aristarchs Benutzung der Seite des regelmässigen um- 
beschriebenen Achtecks ( 2 (o — ) zu urteilen, damals ver- 



mochte. Um jedoch wirklich die vorhegenden geome- 
ti'ischen Hülfsmittel für eine genauere Bestimmung von 
n, oder für eine genauere Anwendung gemessener Winkel 
zu benutzen, mueste sich einmal das Bedürfnis nach 
solchen zeigen, und zweitens war grosse Enei^ie er- 
forderlieh um damals eine Berechnung durchzuführen, 
bei der verschiedene Quadratwui-zeln auszuziehen wai-en. 
Unter anderem machte sich dies Bedürfnis geltend bei 
der, im Vergleich mit früheren Messungen, genaueren 
Bestimmung der Schiefe der Ekliptik durch Eratosthenee 
und bei seiner Gradmessung. Um bei diesen den Unter- 
schied in der Polhöhe und die Entfernung von zwei 
Orten mit nahezu gleicher Länge füi' die Berechnung des 
Erddurchmessers zu benutzen, musste man eine leidlich 
gute Bestimmung von n besitzen. Archimedes war es, 
der in seiner Kreismesaung die Schwierigkeiten überwandt, 
die sich einer solchen entgegen stellten. Wir wollen hier 
kurz über den Inhalt seiner Schrift berichten, in der 
jedoch leider keine Aufklärung darüber enthalten ist, wie 



y Google 



228 Die griechische Mathematik: 

er die gröaste der vorhandenen Schwierigkeiten überwand, 
nämlich die Bestimmung der Quadratwurzeln. 

Archimedes beginnt damit mittels des Exhaustions- 
beweises darzuthun, dass der Ki'eis denselben Inhalt hat wie 
ein Dreieck, das die Peripherie zm- Grundlinie und den 
Radiua zur Höhe hat. Dadurch wird die Quadratur des 
Kreises auf die Berechnung der Kreisperipherie zuiückge- 
fühi't. Archimedes beweist, dass das Verhältnis dieser 
Peripherie zum Durehmesser, also die Zahl, die in neuei-er 
Zeit n genannt worden ist, kleiner als Z\, aber 
grösser als 3|^ ist. Das wird dadurch bewiesen, dass 
selbst der Umfang des einheschriebenen 96ecks grösser 
ist als %W d, und selbst der Umfang des um beschriebenen 
96eeks kleiner ist als 3| d, wenn wir mit d den Dureh- 
messer des Kreises bezeichnen. 

Zu diesem Ergebnis gelangt Archimedes dadurch, 
dass er aus den Verhältnissen zwischen den Seiten eines 
rechtwinkeligen Di^eieeks mit einem gewissen Winkel x 
die Verhältnisse zwischen den Seiten eines rechtwinkeligen 
Dreiecks mit dem halben "Winkel (^x) bestimmt. Wenn 
er die obei-e Gi"enze für die Peripherie sucht, so lässt er 
die Dreiecke mit den Winkeln x und Jx die diesen 
Winkeln anliegende Kathet« gemeinsam haben, und wenn 
er die untere Grenze sucht, die Hypotenuse; in beiden 
Fällen aber lässt die gefundene Eelation zwischen den 
Verhältnissen sich in der li-igonometrischen Sprache 
unserer Zeit wiedergeben dui-ch 

sinx / ^ tax \ 

Diese Übereinstimmung wird bei der Anwendung 
jedoch durch den Umstand verdeckt, dass bei der einen 
Untersuchung obere Grenzen für die Quadratwurzeln ge- 
braucht werden, zu denen der Übergang zwischen den 
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Verhältnissen verschiedener Seiten desselben rechtwinke- 
ligen Dreiecks (sin^ x-^- cos^ x=l) Veranlassung giebt, 
und bei der anderen untere Grenzen, und dass diese durch 
verschieden gebildete Näherungswerte ausgedrückt werden. 
Indena Archimedes von einera rechtwinkeligen Dreieck 

mit dem Winkel — ausgeht und wiederholt zu neuen Drei- 



ecken übergeht, findet er, dasa (mit unseren trigonome- 
trischen Bezeichnungen für die untersuchten Verhältnisse) 

ji 153 , . ^ 6(5 

^S'96<4ö73f""'^^'"96> 2Ö17F' 
und gelangt dadurch zu den oben angegebenen Grenzen 
für 71. 

Nachdem durch Archimedes' Arbeit das Eis ein- 
mal gebrochen war, soll Apollonius eine noch genauere 
Berechnung geliefert haben. Vielleicht rühil. von ihm 
der Wert 3,1416 her, der im wesentlichen der Genauig- 
keit entspricht, die sich später in den Sehnentafeln des 
Ptolemäus findet, und dem wir später bei indischen 
Schi'iftstellem begegnen werden. 

Archimedes' Schrift enthält faktisch Bestimmungen 

der unteren Grenzen für sin— und der oberen Grenzen 

für tg- für n = ii, 12, 24, 48, 96. Die letzte Bestim- 
mung liefert auch eine brauchbare obere Grenze für 
^, und Aristarchs Arbeit zeigt, dass man imstande 

war sie zu benutzen, Apollonius' Bestimmung von jc 
musß zu einer noch genaueren Bestimmung des sinus 
eines kleinen Bogens oder derjenigen Grösse geführt 
haben, über deren Werte wir Tabellen von späteren grie- 
chischen Astronomen besitzen, nämlich der Sehne des 
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doppelten Eogens, Um eine vollständige Tafel der Sehnen 
zu Vielfachen dieses kleinen Bogens zu berechnen, ist 
nun weiter nichts erforderlich als die Kenntnis des Satzes 
über ein beschriebene Vierecke, der jetzt der ptolemäische 
genannt wird, weil Ptolemaua ihn ausdrücklich für 
die Berechnung seiner Sehnentafel anwendet, oder die 
Kenntnis eines anderen Satzes, der sich auf ähnliche 
Weise anwenden lässt. Einen solchen hat man zu uud 
nach der Zeit des Archinaedes und Apollonius leicht 
finden können in dem Moment, wo man wirklich eine 
Sehnentafel wünschte, und die grösste Schwierigkeit hat 
auch hier darin bestanden, die zur Durchführung der 
Arbeit notwendigen Quadratwurzeln zu berechnen; aber 
gerade dadurch wurde man gezivungen, die dazu dienenden 
Methoden zu verbessern. Wie früher angeführt (8. 62) 
wai- dieser Fortschritt mit der Einführung der Sexagesi- 
malbrüche verbunden. 

Die erste Sehnentafe!, von der wir sichere Nachricht 
haben, stammt aus dem zweiten Jahrhundert v. Chr. und 
ist von dem grossen Astronomen Hipparch verfasst. 
Diese ist, ebenso wie eine spätere von Menelaus, ver- 
loren gegangen. Die Sehnentafel, die sich in Ptolemaua' 
Almagest findet, ist uns dagegen überUefert und hat, da 
sie auf den älteren hat aufgebaut werden können, die 
gi-ösate Volständigkeit und Genauigkeit erhalten. Sie 
geht mit Intervallen von ^^ bis zu einem Bogen von 180". 
Da der sinus die Hälfte von der Sehne des doppelten 
Bogens ist, so spielt diese Tafel dieselbe Rolle wie eine 
Tafel der sinus von solchen Bogen, die mit Intervallen 
von ^^ bis zu 90" hinaufreichen. Der Durchmesser des 
Kreises wii-d gleich 120 gesetzt, und die Sehnen werden 
nach dem Sexagesimalsystem in Ganzen, Minuten und 
Sekunden ausgedrückt, das heisst, «ie bei der Winkel- 
in Brüchen mit den Nennern öO und 60^; das 
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Verhältnis der Sehnen zum Durchmessei' wird also in 
Brächen mit dem Nenner 432000 angngeben. Zui' Be- 
nutzung bei der Intei'polation werden Dreissigatel der 
Differenzen zwischen den aufeinander folgenden Sehnen, 
den Bc^endifieienzen von 1 Minute entsprechend, hinzu- 
gefügt. 

Für die Berechnung dieser Tafel benutzt Ptolemäus 
haupt^^hlich den Satz über das einbeschriebene Viereck, 
Dieser lägst sich unmittelbar benutzen, um die Sehne zu 
der Summe oder Differenz zweier Bogen, und dadui^ch 
auch die Sehne zu dem verdoppelten und halbierten 
Bogen zu berechnen. Wenn man von den bekannten 
Sehnen auegeht, so kann man auf diesem Wege dahin 
gelangen. Sehnen zu Bogen von 1^° und f zu bei-echnen. 
Aus diesen wird die Sehne zu 1'^ durch eine Äit von 
Inteipolation berechnet, die dai'auf beruht, dass das Ver- 
hältnis zwischen Sehne und Bogen abnimmt, wenn der 
Bogen wächst, dass also 

Seh le I Sei ne 1 Sei i e 1 ^ 

I " 1 ii^ 

Ful de 1 1 lei benutzten geomet is hen Satz den ^uch 
Äristarch ani^andte teilt Ptole^Jau^ emen hübschen 
geometnschen Bewei« mit Nachdem die Sehne zu 1 
auf diese Art gefunden ist wird dei ptolemaisthe '5itz 
hu die succesfi^e Bere hnung dei ubiigen Sehnen benutzt 

Da eine behnentatel dieselbe Rolle spielt wie eine 
Smustafel so kinn min wenn man wdl mit Hülfe 
diesei Tafel und des i > thago reischen Lehrsatze jedes 
Stuck eines ebenen lechtwiniveligen Dieiecks dui h zwei 
andere unter denen sich eine Seite befindet bestimmen 
und dtduich nenn auch durch beschTieili he Rechnungen 
die Bestimmuno-en lusfuhien die m he ebene Tiigono 
n etile Imei^el le Ii Almi^e t fa dfi sei Bpisj lele 



y Google 



232 Die griechische Mallieniatik: 

für verschiedene solcher Bestimmungen, Den Astronomen 
lag jedoch sehr viel dai'an, auch die sphärisch-trigo- 
nometrischen Bestimmungen zu gewinnen. Hiei-zu war 
■vor allen Dingen etwas sphärische Geometrie erforderlich. 



27. Sphärische Geometrie. 

Aus der Geometrie der Kugel haben wir bei Euklid 
nur den Satz über das Verhältnis zwischen den Inhalten 
von Kugeln gefunden, zu dem Archimedes die exakte 
Bestimmung von Oberfläche und Inhalt hinzufügte; aber 
dabei konnten die Astronomen nicht stehen bleiben. Nament- 
lich mussten sie Mittel haben um die Lage von Punkten 
auf der Kugel, von Sternen am Himmel, von Orten auf 
der Erde zu charakterisieren. Das geschieht durch Be- 
ziehung auf einen grössten Kreis, der auf die eine oder 
andere Weise als bekannt betrachtet werden darf, auf 
Horizont, Äquator oder Ekliptik am Himmel, Äquator 
auf der EJrde, und diese Beziehung konnte nicht wohl 
von der verschieden sein, die jetzt durch die gewöhnüchen 
sphärischen Koordinaten ausgeführt wird. Eine solche 
Beziehung hegt zu Grunde, wenn Eratosthenes, um 
die Grösse der Erde zu bestimmen, die Entfernung zwischen 
zwei Orten von derselben Länge und bekanntem Breitenunter- 
schiede misst, selbst wenn die Einführung der Bezeich- 
nungen Länge und Breite erst dem Hipparch zugesclmeben 
wird. Im übrigen wollen wir daran erinnern, dass die- 
jenige Einteilung der Kugel, die Euklid im 12t«n Buche 
der Elemente anwendet (S. 171), genau einer Einteilung 
durch solche Koordinaten entspricht. 

Eine mehr oder weniger direkte Anwendung sphäri- 
scher Koordinaten lässt sich benutzen um die Punkte 
des Himmels oder der Erde auf einer gedrechselten Kugel 
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abznliildeii. Dan erstere ist jedenfalls geschehen. Indessen 
waren die Griechen diirch ihre hoch entwickelte Geometrie 
in den Stand gesetzt die schwierigeren Aufgaben zu lösen, 
die sich darbieten, wenn man auf zweckmässige Weise 
eine Kugel auf einer Ebene abbilden will. Mit Rücksicht 
hierauf wird es in dieser Darstellung der Geschichte der 
Mathematik genügen anzuführen, dass die Griechen ver- 
schiedene Anwendungen der in geometrischer Beziehung 
wichtigen und interessanten etereographischen Projek- 
tion gemacht haben. Diese besteht wie bekannt in einer 
Centi-alpi-ojektion der Kugelfläche von einem auf ihr 
gelegenen festen Punkt auf denjenigen grössten Kreis, 
der den festen Punkt znm Pol hat, und zeichnet sich 
dadurch aus, dass jeder Kreis auf der Kugel als Kreis 
auf die Ebene projiciert wird, und dass Winkel ihre 
Grösse behalten. 

Aus den vorliegenden Anwendungen weiss man, dass 
die Griechen wenigstens die erste von diesen Eigenschaften 
gekannt haben, die in naher Verbindung steht mit der 
Lehre von den beiden Systemen von Kreissehnitten an 
einem schiefen Kegel. Eine Bestimmung von diesen findet 
sich bei Archimedes, und die Lehre von den verschie- 
denen Schnitten an demselben Kegel wii-d von Apollo- 
nius weiter entwickelt. Die stereographische Projektion 
darf also wohl als eine Frucht der Lehi-en dieser Männer 
betrachtet werden. Sie fand zu den Zeiten Hipparchs An- 
wendung an einem Apparat, der gebraucht wurde, um 
aus der augenbhcklichen Höhe eines bekannten Sterns 
die Zeit in der Kacht zu bestimmen. Dazu benutzte 
man zwei Scheiben, von denen die eine Projektionen 
bekannter Sterne enthielt, die andere Pi'ojektionen des 
Horizonts und parallel zu ihm gelegter Schnittkreise, 
beide Teile vom Südpol des Himmels aus projiciert. Es 
kam darauf an, die eine Seheibe so um das Bild des 
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Nordpols zu drehen, dass der beobachtete Stern auf dem 
seiner Höhe entsprechenden Schnittkreise zu liegen liam. 
Eine andere Anwendung findet sich in der Geographie 
des Ptolenaäus, 

Die giiechische Geometrie lieferte jedoch nicht EUr 
die Mittel, um astronomische Bestimmungen durch solche 
mechanische Operationen vorzunehmen. Wir sahen soeben, 
dass man seit den Zeiten der grossen Geometer begonnen 
hatte sieh mit den tabellarischen Arbeiten zu beschäftigen, 
die notwendig waren um derartige Aufgaben durch Be- 
rechnung zu lösen. Gleichzeitig muss die Geousetaie die 
sphärisch -geometrischen Sätze hervorgebracht haben, auf 
denen die Anwendung der Tabellen beruht, und die in 
anderer Form unseren sphärisch- trigonometrischen Formeln 
über das rechtwinkelige Dreieck entsprechen. Diese Form 
lernen wir bei Ptolemäus kennen. Er benutzt dafür 
einen Satz, den man nach seiner Angabe den Satz des 
MenelauB genannt hat. In seiner planimetrischen Ge- 
stalt heisst dieser Satz: Wenn eine Transversale die den 
Ecken A, B und C eines Dreiecks ABC gegenüber- 
liegenden Seiten in D, E und F schneidet, so ist 

BD CE AF 
CD' ÄE' bW'^' ' 

der Satz bleibt aber auch bestehen, wenn man die 
geraden Linien mit grössten Kreisen auf derselben Kugel 
vei-tauscht, die Strecken mit den sinus der Böge »strecken, 
oder, wie Ptolemäus sagen muss, mit den Sehnen des 
doppelten Bogens. Wahrscheinlich ist der Satz in beiden 
Gestalten weit älter ais IMenelaus. Die planimetiische 
gehölt durchaus unter die Gegenstände, die In Euklids 
Poriemen behandelt wm'den, und was den sphärisch-geo 
metrischen Satz angeht, so verstand wenigstens Hipparch 
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die Berechnungen auszuführen, zu denen er bei Ptolemäus 
benutzt wird. 

Diese Berechnungen sind dieselben, die in der sphä- 
rischen Trigonometrie ausgeführt werden durch die 4 Rela- 
tionen, die in einem rechtwinkeligen sphärischen Dreieck 
zwischen den 3 Seiten oder zwischen 2 Seiten und einem 
Winkel stattfinden. ABC sei ein solches Dreieck mit 
dem rechten Winkel bei B, und 
_d D, £ und F seien die Punkte, 

in denen der gröeste Kreis mit 
dem Pol A die Seiten des 
sphäiischen Dreiecks sehneidet. 
Dann ist in Gradmaass 
FE=t, ^,und£S=90*'— ^ A. 
Die übrigen Bogen der Figur 
sind Seiten des Dreiecks ABC 
oder deren Komplemente. Wenn 
man nun nach einander die vier Dreiecke ABC, 
CDE, AFE und DBF und jedesmal den vierten 
grössten Kreis als Transversale betrachtet, so erhält man 
eben die erwähnten vier Relationen, Erst bei späten 
arabischen Schriftstellern finden wir eine Relation zw^ischen 
2 Winkeln und eine Seite. 



28. Verfall der griechischen Geometrie. 

Die Entwickelung der berechnenden- Geometrie bei 
den Griechen, die wir soeben vei-folgt haben, reichte nicht 
ganz wenig über den Zeitpunkt hinaus, an dem die übrige 
giiechische Geometrie ihren Höhepunkt eiTeieht hatte. 
In den mehr abstrakten, geometrischen und in geome- 
trischer Form dargestellten rein mathematischen Unter- 
suchungen, in denen die Griechen besonders weit gelangten. 
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können wir nämlich eigentlich nach Apollonius keinen 
Fortschritt von grösserer Bedeutung nachweisen. Das ist 
indessen nicht so zu verstehen, als ob die mathematische 
Arbeit sofort nach ihm aufgehört hätte. Der gelegte Grund 
war so sicher, und die angewandten Methoden der Behand- 
lung so f nichtbar, daaa es den Schülern der grossen 
Mathematiker, so lange die Zeit Verhältnisse es zuliessen, 
leicht gewesen sein muss, in den angefangenen Richtungen 
weiter zu arbeiten. Das ist auch geschehen. Indessen 
ist es leicht erklärlich, dass die Ausbeute dieser Arbeit, 
die sieh gerade dadurch, dass sie auf den einfacheren 
Untersuchungen der Meister aufgebaut wurde, auf weniger 
zugängliche und mehr specielle Gebiete erstreckt haben 
kann, in der nun kommenden Zeit des Verfalls weder 
so viel Interesse noch so viel Verständnis hat finden 
können wie die zu Grunde liegenden einfacheren Arbeiten, 
und deshalb verloren gegangen ist. 

In der That liegen denn auch nur vereinzelte Mit^ 
teilungeii vor über die geometrischen Arbeiten der Nach- 
folger oder Zeitgenossen der grossen Geometer. Von 
Nikomedes und seiner Konchoide haben wii' bemts 
gesprochen (S. 82). Von Perseus wird berichtet, dass 
er die sogenannten spirischen Kurven untersucht habe, 
die, wie man annimmt. Schnitte an der Fläche waren, 
die durch Umdrehung eines Kreises um eine in seiner 
Ebene liegende Axe erzeugt wird (Wulst). Eine einzelne 
von diesen Kurven ist vielleicht früher von Eudoxus 
untersucht worden, der zur Darstellung der scheinbaren 
Bahnen der Planeten und ihrer Knotenpunkte eine Kurve, 
Hippopede genannt, angewandt hat, die möglichei-weise 
dieselbe gewesen ist, die wir jetzt Lemniskate nennen. 
Die Cissoide des Diokles ist auch in unseren Tagen be- 
kannt und wird als nützliches Beispiel für die Anwendung 
der Differential- und Integralrechnung auf die Geometrie 
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benutzt. Dioklea verdankt man auch eine neue Lösung 
von Archimdes' kubischer Gleichung mit Hülfe der 
Kegelschnitte (vergl. S. 216). 

Aua der nächaten Zeit nach den grossen Georaetern 
stammen slcherüch auch die wichtigsten der vonPappus 
angeführten Reaultate, die sich nicht auf diese seJbst zu- 
mckführen laasen. Einige können auch in den einzelnen 
Perioden entstanden sein, in denen das Verständnis wieder 
aufleuchtete, und ein einzelnes legt Pappus sich selbst 
bei. Wir wollen hier einige von diesen Resultaten an- 
führen. Ausser der von Arehimedes gefundenen ebenen 
Spiralenfläche (S. 183) hat man Flächen bestimmt, be- 
grenzt von Spiralen, die auf entsprechende Weise auf der 
Kugel dargestellt werden. Arehimedes' Bestimmung des 
Inhaltes der Kugeloberfläche wui-de dabei zu Grunde ge- 
legt. — Die Projektion eines ebenen Schnittes durch eine 
Erzeugende einer windschiefen Schraubenfläche (deren 
Erzeugenden der Grundfläche parallel sind) auf die Grund- 
fläche ist ein Quadratrix. — Pappus legt sich selbst 
den wichtigen allgemeinen Satz bei, d^s das Volumen 
eines üradrehungskörpers gleich ist dem Produkte aus 
der Fläche, die von der Meiidiankurve umachlossen 
wird, und dem Wege, den der Schwerpunkt dieser Fläche 
während der Ümdi'ehung durchläuft. EHeser Satz, der nach 
einem apäteren Wiederentdeeker den Namen der Guldin- 
schen Regel erhalten hat, muas im übrigen bei der von 
den Alten benutzten geometiisehen Darstellung der für 
Schwerpunktsbestimmungen nötigen Integrationen sehr 
nahe gelegen haben. Pappua' allgemeine Aufstellung 
desselben ist jedoch ein wirkliches Verdienst. — Bei 
Pappua findet sich ferner eine Enveiterung des Ortes zu 
vier Geraden (verg!. S. 213). Füi- die Bestimmung einer 
gewissen Kurve stellt er die Forderung auf, dass das 
Verhältnis zwischen den Produkten der Abstände eines 
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Klu'venpunktes von zwei Gruppen von in beliebiger An- 
zahl gegebenen Geraden einen gegebenen Wert haben 
soll. Das Verhältnis wird in Übereinstimmung mit Eu- 
klids fünftem Buche als ein zusammengesetztes Verhältnis 
dargestellt (vergl. S. 145). Pappus teilt jedoch keine 
Eigenschaften der Kurve mit, die über die Definition 
hinausgingen. Indessen ist die Kurve ein wichtiger Aus- 
gangspunkt für Deseartes' analj'tische Geometrie ge- 
worden. 

Wie interessant anch mehi-ere der hier angefühi-ten 
Resultate sein mögen, so spricht doch der Umstand, dass 
sich bei Pappus neben den zahlreichen und 1: 
vollen Mitteilungen über die Ärheiten der alten fc 
tiker, die wir bereits bei unserer Erwähnung von diesen 
in reichem Maaese benutzt haben, keine anderen sonder- 
lich neuen Sätze nachweisen lassen, dafür, dass der Zeit- 
raum zwischen Apoilonius und Pappus innerhalb der 
Geometi-ie keinen Fortschritt von bleibender Bedeutung 
hervorgebracht hat. Dass diese 500 Jahre dann einen 
bedeutenden Rückgang in der Kenntnis und dem Ver- 
ständnis der mathematischen Schätze früherer Zeiten mit 
sieh gebracht haben, war zu erwarten. Das erkennt man 
auch deutlieh aus den vielen Hülfssätzen zu den alten 
Schriften, die Pappus aus dieser Zwischenzeit aufbewahrt 
hat. Durch die sorgfältige, oft kleinliche Erklärung, die 
diese von Einzelheiten geben, tritt es nämlich deuthch 
hervor, wie wenig man sich den Blick für die Bedeutung 
der Gesamtheit bewahrt hatte. 

Wenn man nun fragt, wie ein solcher Niedergang 
bei einer so gi-ündlich und reich entwickelten Wissenschaft, 
wie die griechische es war, möglich sein konnte, so lässt 
sieh wohl auf die in der historischen Übei-sieht genannten 
verschiedenen äusseren Umstände hinweisen, aber diese 
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geben keine genügende Ei'klärmig. Da, wie wir bei 
Pappus sehen, manche ältere Schi-iften beständig erhalten 
bUeben, so könnte man erwarten, daes sich durch diese 
die verlorene mathematische Einsicht hätte wiedei^ewinnen 
und die unterbrochene Entwickelung hätte wiederaufnehmen 
lassen. Doch geschah das nicht im Altertum, und bei 
den Arabern und demnächst bei den Europäern der neueren 
Zeit musste das Studium der Schriften der Alten von 
einer ganz neuen Entwickelung ^ die zugleich nach 
anderen Richtungen hin fruchtbar war — begleitet werden, 
bevor man sich das, was diese Schriften enthielten, voll- 
kommen aneignete. 

Der Grund tm einen solchen Niedergang und für 
das Fehlen der Bedingungen für einen Wiederaufbau ist 
in den Mängeln zu suchen, die in den aus de«i Altertum 
überlieferten Schriften selbst enthalten sind. Auf diese 
Mängel haben \vir gelegentlich schon hingewiesen, aber 
wh' wollen sie noch einmal zusammenstellen. 

Ein Mangel hängt genau mit etwas zusammen, was 
in anderer Beziehung unsere höchste Bewunderang hervor- 
gerufen hat, nämlich mit der ausserordentlichen Sorgfalt, 
mit der man sich durch bestimmte Formen der logischen 
Unanfechtbarkeit versicherte. Wegen dieser wurde näm- 
lich alles bei Seite gesetzt, was die Zugänglichkeit erleich- 
tern, einen tiberblick verschaffen oder die Absichten bei 
den einzelnen Operationen verdeutlichen konnte. Aller- 
dings erhielt sich bis zu einem gewissen Grade lange das 
Verständnis für das, was durch diese Foi-men erreicht 
wm-de, lind zum Teil lernte man sie nachzuahmen; aber 
indem man seine ganze Kraft hierauf verwandte und keine 
Anleitung zu einem allgemeineren Verständnis des ganzen 
Zusammenhanges erhielt, blieb man bei dem Interesse 
für diese Formen und bei einer spai-samen Aneignung 
der einfachsten von den Eigenschaften stehen, die nun 
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einmal in sie hineingelegt waren. Da diese Einzelheiten 
in den bewunderten Formen aufti-aten, so erhielten sie 
ein aolches Gepräge von Vollkommenheit, da33 man den 
Mut zu selbständigen Arbeiten verlieren mueste. Die Aus- 
beute aus solchen würde nämlich, jedenfalls anfänglich, 
in einer sehr viel weniger vollkommenen Foito aufge- 
treten sein. 

Mit der geometrischen Form, die die Algebra und 
die allgemeine Gröesenlehre angenommen hatten, war auch 
ein Übelstand verbunden. Sicherlich gab diese geome- 
trische Form an Übersichtlichkeit und Verwendbarkeit 
für wirkliche Ausführung von algebraischen Operationen 
der jetzigen algebraischen Zeichensprache nicht so viel 
nach, wie ein modemer Leser anzunehmen geneigt sein 
wird, Dei-jenige, weicher mit dieser Art der Darstellung 
vertraut ist, also die Bedeutung der Figm-en kennt, kann 
das Umlegen von Urnen und das Operieren mit ihjien 
mit derselben Leichtigkeit vornehmen, mit der man jetzt 
Buchstabenausdrücke versetzt und zusammenzieht, und 
ferner kann er beim mündhchen Unterricht dadurch, dass 
er auf die Figuren zeigt, die vorzunehmenden Operationen 
seinen Schülern verständlich machen. Das trug dazu bei, 
dass ein vollkommenes Verständnis so lange aufrecht er- 
halten werden konnte, als sich der mündhche Unterricht 
in Alexandria in Ruhe fortsetzen Hess. Sobald aber diese 
Ruhe gestört wurde und die durch mündhchen Unterricht 
aufrecht erhaltene Tradition verloren ging, man also allein 
auf das Studium der sorgfältig ausgearbeiteten Werke 
angewiesen war, musste ein empfindlicher Rückgang ein- 
treten. Die geometrische Darstellung der Algebra ist 
nämlich nicht leicht zu lesen. Das wird verständUch, 
wenn man festhält, dass Text und Figur bis zu 
einem gewissen Grade jeder für sich auftreten i 
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man also während des Studiums von dem einen zum 
anderen hin und her fahren muss. 

Zu diesen foi-mellen Schwächen kam nun noch eine 
andere, die wir schon oft genannt haben und die im 
weeentlichen den Inhalt selbst betraf. Die griechischen 
Mathematiker hatten ihre wissenschaftliche Würde so 
hoch gehalten, dass sie aus ihren Hauptwerken alles aus- 
schlössen, was ihnen nicht vollkommen exakt erschien. 
Dadurch wurden, wie wir namentlich gesehen haben, als 
wir über das Ausziehen der Quadratwurzel sprachen, wirk- 
hche numerische Berechnungen, die in der Regel nur 
eine Aimähening geben konnten, ausgeschlossen und der 
weniger hoch geachteten Logistik zugewiesen. Damit liess 
man zugleich die pj-aktischen Anwendungen fahren, die 
den Mathematikern hätten neue Impulse geben und das 
Interesse für die Wissenschaft in den Zeiten hätten wach- 
halten können, wo der Blick für den Wert der Wissenschaft 
selbst nicht mehr vorhanden war. 

Die schädlichen Folgen dieser VeiTiachlässigung der 
Anwendungen der Mathematik treten vielleicht am deut- 
lichsten hei'vor, wenn man ihnen die nützlichen Folgen 
gegenüberstellt, die sich dadurch ergaben, dass man sich 
nach einzelnen Richtungen hin solcher Vernachlässigung 
nicht schuldig machte. Wir haben soeben gesehen, dass 
die Anwendungen auf die Astronomie die Bntwickelung 
der berechnenden Geometrie fortdauern lieesen, nachdem 
im übrigen ein Stillstand eingetreten war. Zugleich sahen 
wir, dass man in Verbindung hiermit fortfuhr bedeutende 
Fortschritte in der Aueführung praktischer Berechnungen 
zu machen. Dadurch entstand eine Vertrautheit mit den 
Zahlen, die sicherlich dazu beigetragen hat, die Arith- 
metik über den von den älteren griechischen Mathema- 
tikern erreichten Standpunkt so weit hinaus zu entwickeln, 
M"ie sie uns bei Diophant entgegentritt. 

16 
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29. Die spätere griechische Arithmetik; Diophant. 

Die allgemeine wissenschaftliche Grundlage für die 
griechische Arithmetik haben wir aus dem 7ten — 9ten 
Buche Euklids kennen gelernt. Wenn nun auch diese 
Grundlage nicht den Umfang und die wissenschaftliche 
Sicherheit besitzt wie der in den übrigen Büchern gelegte 
Grund für die Geometrie und die in geometrischer Form 
gegebene allgemeine Grössenlehre, so ist dennoch dieselbe 
allgemeine Form beibehalten. Obgleich die Rede von 
Zahlen ist, werden die Sätze nicht durch Zahlenbeispiele 
verdeutlicht. Ohne die Behandlung vieler solcher Zahlen- 
beispiele kann die allgemeine Theorie jedoch nicht ent- 
standen sein. So haben die Pythagoreer sicherlich bereits 
viele Beispiele für die sogenannten vollkommenen Zahlen 
gekannt. Über verschiedene andere Zahlenformen, nament- 
lich die Polygonalzahten, mit denen man sieh frühzeitig 
beschäftigte, haben wir bereits gesprochen, als wir die 
geometrische Arithmetik schilderten. Derartige Unter- 
suchungen sind sicherlich in früheren Zeiten mit der 
praktischen Ausrechnung solcher Zahlen verbunden ge- 
wesen. Endlich haben wir gesehen, dass eine Klasse von 
zahlentheoretischen Untersuchungen frühzeitig die Auf- 
merksamkeit auf sich zog, nämlich solche, die die An- 
wendung der allgemeinen Lösungen der Gleichungen zweiten 
Grades auf numerische Gleichungen betrafen. Man unter- 
suchte die Bedingungen dafür, dass Zusammensetzungen 
von Zahlen zu rationalen Auflösungen der quadratischen 
Gleichungen führten, also die Bedingungen dafür, dass 
gewisse Zahlengebilde Quadrate werden. Das muss in 
der Regel bei der Behandlung solcher Gleichungen ge- 
schehen, die wir jetzt unbestimmte Gleichungen zweiten 
Grades nennen. Wir haben auch gesehen, dass diese 
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yicli bei dei i^pnaherten Ausziehung der Quadi'jtwurzel 
aus em,it;iiieii bestimmten Ziblen wik 2 benutzen lassen 
Indeasen haben wii m der alteren e:nechi8chen Mathematik 
doch nui einzeln*" Beisj lele für solche unbebtimmte Glei 
chungen gefunden wii heben sie abei hier henoi ils 
dei anfing einer Richtung in der es die Griechen wie 
wir bild sehen seilen spater sfhr viel weiter biachten 
Das Interesse das zueist duich den ^\unoch nach latio 
nalen Lesungen geweckt norden war hnt sith i^mi spater 
den unbestimmten Gleichungen selbst zugewendet 

Ein Beispiel dafür diss man auch wahrend dei 
alexandrimichen Zeit praktische X. ntersuehungen ulei 
gex\i se Klassen M.n ginzen Zahlen fortgesetzt hat Iie^t 
1 dem ßprichtt dambei nie Eratosthenes die eisten 
Piimzahlen autgezihlt hat n it Hülfe dei Methode die 
min das feieb des Eratostl enes [et ibrum Sr atostkenif,) 
nennt Man 'ichieibt zueist die ginze Zalilenreihe so 
weit lut ils man in seiner Unte «uchung gehen will 
'if reicht darauf jede zv\Lite Zihl ii dem man mit 4 le 
ginnt jede dritte in lern n an mit b beginnt jede fünfte 
indem man mit 10 beginnt u s w Die Zihlen he 
dibei nicht ausgesiebt werden sind Pnn zahlen 

Mau schreibt dem Aichimedes eine \envickt;lte 
iritbmetische Autgabe über die Ochse i de Hehos zu 
abei vielleicht nit liiecht D gegen baten wu ihn im 
Voi hergehen den gelegentlich eii e andere zahlentheoietische 
Betimnung ausfuhien sehen fui die ei geride Veiwen 
lung hatte nimlich die Bestimmung der bumme der 
eisten Qua Iritzahlen Die sd gebildeten 'Gummen liefern 
ein Beispiel fii die unter dei geimetnachei Arithmetik 
erwihnten Pyiamidalzahlen nimlich für «okbe die einer 
P^riinide n it j^uidratiscl er Grundfläche entsprechen 
Die e fuhren zugleiel ohne ^chwieiigke t i-u lei Bereih 
lUiT lei ubii^en Piiin Ulz 1 len 
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Wir sehen also, dass Nikomachus, dem wir nament- 
lich unser Wissen von der Bekanntschaft der Alten mit 
figurierten Zahlen verdanken, nicht nur mit Bezug auf 
die Polygonalzahlen, sondern auch auf die Pyramidalzahlen 
auf dem weiter bauen konnte, was von den Zeiten der 
grossen Mathematiker her bereits vorlag. Neben der Lehre 
von diesen Zahlen findet sich bei ihm eine Beobachtung, 
die eine Fortsetzung des bereits den Pythagoreem be- 
kannten Satzes über die Bildung der Quadratzahlen aus 
Summen der ersten ungeraden Zahlen darstellt. Diese 
besteht darin, dass sieh auch jede Kubikzahl als Summe 
von aufeinander folgenden ungeraden Zahlen darstellen 
lässt. Der in der Formel 

,»=(«> -n 4- 1) + (»»-» + 3) +...+{«•+ n - 1) 

ausgedi-ückte allgemeine Satz scheint dem Nikomachus 
jedoch nicht vollständig bekannt gewesen zu sein. 

In Verbindung hiermit sei noch angeführt, dass wir 
durch einen viel jüngeren römischen Schriftsteller wissen, 
daas man im Altertum die ersten Kubikzahleu hat sum- 
mieren können, also gewusst hat, dass 

1^4. 23 J- 33 -I- ... ^„3 — 1 "("+ '^r \' 



<'^y- 



Dieses Resultat kann aus dem oben genannten abgeleitet 
worden sein. Bei einem arabischen Schriftsteller findet 
sich jedoch ein anderer Beweis, der durch seine geome- 
trische FoiTQ griechischen UrspiTing verrät, und der gleich- 
zeitig zu dem Satze bei Nikomachus und zur Summa- 
tion der Kubikzahlen geführt haben kann. Dieser lässt 
sich in der Sprache der jetzigen Algebra folgen der maasen 
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(l+2 + ... + n)'!~(l+2 + ... + »- 



zugleich ist aber zu beachten, dase die Differenz zwischen 
den beiden Quadraten nach gewöhnlicher grieehiecher 
Weise als ein Gnomon dargestellt wird, der liier aus 
den beiden Rechtecken 

inid n (1 + 2 4- . . ■ + " — 1) = « --— -^ 

besteht. 

Bis gegen 300 n. Chr. finden sieh jedoch nur zer- 
streute Beiträge zu einer weiteren Eiitwickelung der in 
den besten Zeiten der Geometrie bekannten Arithmetik, 
und selbst von diesen Beiträgen wissen wir nicht, wie 
früh das Mitgeteilte bekannt gewesen ist. Erat bei Dio- 
phant von Alexandria begegnen wir etwas Neuem von 
grösserem allgemeinem Interesse. Sein überliefertes arith- 
metisches Werk zeigt uns Seiten der giiechisehen Mathe- 
matik, von denen wir in den uns erhaltenen Schriften 
der älteren Mathematiker nur die ersten und undeutlichen 
Anfänge haben kennen lernen. Allerdings ist die theo- 
retische Grundlage dieses Werkes dieselbe, die wir bei 
Euklid gefunden haben, und freilich fällt das Ziel von 
Diophants interessanten Untersuchungen zusammen mit 
dem früher erwähnten, aus älteren Zeiten stammenden 
Bestreben irrationale Grössen zu vermeiden; aber diese 
Unterauehungen werden von ihm in einem bis dahin un- 
bekannten Umfange vorgenommen. Diese befähigen ihn 
Beispiele für bestimmte Aufgaben aufzustellen, die unter 
stark variierenden Formen zu Gleichungen mit rationalen 
Lösungen führen, und sie bringen ihn namentlich dahin 
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zahlreiche unbestimmte Aufgaben zu st«Uen, bei denen 
es darauf ankommt rationale Lösungen zu finden. In 
seiner ganzen Darstellung findet sich ferner gegenüber 
den älteren überliefei'ten Darstellungen der grosse Unter- 
schied, dass er beständig nur specielle Zahlenauf gaben 
behandelt und nur die zu diesen gehöi-enden Zahlenopera- 
tionen mitteilt, ohne allgemeine Sätze aufzustellen. Da 
bei ihm nicht nur die gegebenen Zahlen rational sind, 
sondern auch die gesuchten rational sein sollen, so bedarf 
er der geometrischen Darstellung keineswegs in demselben 
Maasse wie sie bei solchen Untersuchungen notwendig 
ist, deren Resultate auf beliebige Grössen anwendbai' sein 
sollen, einerlei ob diese sich durch Zahlen (d. h. ratio- 
nale Zalüen) darstellen lassen, oder nicht. Er benutzt 
wohl die von der geometrischen Darstellung entlehnten 
Benennungen, wie Rechteck für Produkt, aber dass die 
behandelten Grössen doch nur Zahlen sind, das geht z. B. 
daraus hervor, dass die geometrische Homogenität nicht 
aufrecht erhalten wird; so wird bei ihm ohne weiteres 
eine Seite zu einer Fläche addiert. 

DiopTiant legt sogar so wenig Gewicht auf formelle 
Allgemeingültigkeit, dass er durchgehends, wenn in einer 
Aufgabe im allgemeinen gesagt wird, dass eine gewisse 
Zahl einen gegebenen Wert haben soll, dieser sofort einen 
bestimmten Wert beilegt; mit diesem rechnet er dann 
zunächst, so dass die vorgelegte allgemeine Aufgabe nur 
insofern gelöst wird, als man aus dem gewählten Beispiel 
schliessen kann, wie man im allgemeinen zu verfahren 
bat, Dass dies sein wirkhcher Zweck ist, und dass er 
nur aus Mangel an einem Zeichen für eine bekannte 
aber beliebige Zahl dahingebracht ist diesen bestimmten 
Wert einzuführen, das erkennt man daraus, dass er in 
solchen Fällen, wo sich nicht jede Zahl benutzen lässt, 
dies ausdrücklich in einem Diorismus zu der beti-eftendeii 
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Aufgabe auseinandersetzt^. Die Einführung eines bestimmten 
Wertes wendet Diophant auch oft versuchsweise hei der 
betrefienden Unbeiiannlen an. Wenn es sieh dann zeigt, 
daes dieser nicht passt, so Itann er, wenn er dem Gange 
der vorgenommenen Rechnungen folgt, erliennen, welche 
Änderung des versuchsweise angenommenen Weiies wirk- 
lich zu der gegebenen Form oder dem gegebenen Werte 
einer anderen Grösse fühi'en wüi'de. Die Regel des fal- 
schen Ansatzes [regula falsi), die wir bereits bei den 
Ägyptern getroffen haben, ist eine sehr einfache Anwen- 
dung dieser Methode, aber Diophant wendet sie in weit 
mehr vei'wickelt^n Fällen an. 

Bei den Rechnungen vor- und rückwäi'ts, die solche 
Versuche erfordern, bedarf es grosser Fertigkeit im Um- 
gehen mit Zahlen und im Überblicken der mit diesen 
vorgenommenen Operationen. Eine solche Fertigkeit legt 
Diophant auch vor allem an den Tag im Gegensatz zu 
dem, was in den überlieferten Arbeiten der alten griechi- 
schen Mathematiker vorliegt. Diese unmittelbare Fertig- 
keit i-eicht indessen nicht überall aus. Da die geome. 
tiiache Darstellung fortgefallen war, so bedurfte es anderer 
Mittel um eine unbekannte Grösse und einfache Funk- 
tionen von ihr festzuhalten. Das erreicht Diophant 
durch eine algebraische Zeichensprache. Ist diese 
auch nur noch eine Abkürzung der Worte der Schrift- 
sprache und keineswegs zu einem wirküchen Organ für 
die algebraischen Operationen bestimmt, so dient sie doch 
zu dem, was man zuallererst von einer Zeichensprache 



' Der allgemeinere Überblick, den Diophant so, wie sich 
zeigt, an manciien Stellen gehabt haf, wo er sofort bestimmte 
Zahlen einführt, wird in den Anmerkungen zuWertheims neuer 
deutscher Ausgabe durch Einführung von allgemeinen Bezeichnungen 
für diese Zahlen deutlich gemacht. 
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verlangen muss: einen rascheren und bequemeren "Über- 
blick zu gewahren, als man ihn durch eine Darstellung 
in Worten erhalten kann. 

Die Unbekannte wh-d durch den Buchstaben g be- 
zeichnet, der gewählt werden musst«, weil er allein keine 
bestimmte Bedeutung als Zahl hatte. Ihre Potenzen bis 
zur sechsten hinauf werden durch Abkürzungen der gi'ie- 
chieehen Wörter für Quadrat u. s. w. bezeichnet, und 
ähnliche Bezeichnungen werden für Brüche gebraucht mit 
dem Zähler 1 und diesen Grössen als Nennern. So er- 
geben sich Bezeichnungen für 



ausser einer besonderen Bezeichnung für Einer (also für x°). 
Mehrgliedrige Grössen, die aus den hier genannten und 
mit Zahlenkoefficienten niultiplieierten Grössen zusammen- 
gesetzt sind, lassen sich dadurch auf eine leicht übei-aieht- 
liche Weise' aufschreiben, indem man die zu addierenden 
Glieder unmittelbar neben einander setzt und ein umge- 
kehrtes y> wie unser Minuszeichen gebraucht, und einander 
gleich setzen. Es werden bestimmte Regeln für die Multi- 
plikation der oben genannten Potenzen gegeben, und da- 
durch lassen sich wieder mehrgliedrige Grössen multipli- 
eieren. Gleichfalls versteht Diophant aus Gleichungen 
neue Gleichungen dadurch zu bilden, daas er Gheder, 
Faktoren und Divisoren von der einen der beiden gleichen 
Grössen zu der anderen hinüberbringt. 

Ein wesentlicher Übelstand bei dieser Zeichensprache 
liegt darin, dass es nur ein Zeichen für eine einzige un- 
bekannte giebt und daneben wieder besondere Zeichen 
für deren verschiedene Potenzen. Eine Erweiterung auf 
zwei Unbekannte würde eben, weil die letzten Zeichen 
besondere sind, 12 neue Zeichen erfordern, und an solche 
ist gar nicht gedacht wortlen. Indessen giebt, wie es so 
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oft zu geschehen pflegt, die Mangelhaftigkeit des Werk- 
zeuges Gelegenheit persönliche Fertigkeit zu zeigen. Solche 
Fertigkeit legt Diophant an den Tag, nicht nur durch 
Benutzung der oben angeführten Versuchswerte für die 
Unbekannten, die er nicht benennen kann, sondern auch 
auf andere Weise. Wenn in einer Aufgabe mehrere un- 
bekannte Grössen vorkommen, die nach verschiedenen 
Angaben bestimmt werden sollen, so wählt er unter diesen 
Unbekannten diejenige, worauf er seine Bezeichnung — 
die wir hier x nennen wollen — anwenden will, so, dass 
er von Anfang an die übrigen diu-ch diese ausgedrückt 
erhalten kann. Zugleich muss angeführt werden, dass 
die Bezeichnungen nicht die ganze Aufgabe hindurch fest- 
gehalten werden. So kann eine Unbekannte da sein, die 
von Anfang an x genannt wird, in den folgenden Zwischen- 
lechnungen kann eine zweite und dritte ebenso genannt 
werden, und wenn man nach der Bestimmung von diesen 
wieder zu der Hauptaufgabe zurückkehrt, so wird die 
erste Unbekannte wieder ebenso genannt. Aus diesen 
Bemerkungen ergiebt sich, dass Diophant im wesent- 
lichen dasjenige, was wir Eliminationen nennen, im Kopf 
ausführen und in Worten darstellen musste; aber gerade 
dadurch erhielt er Übung darin seine Unbekannten so zu 
wählen, dass die Elimination so einfach wie möglich 
wurde. 

Man könnte glauben, dass das Fehlen von mehr Be- 
zeichnungen für die Unbekannten besondere Unzuträglich- 
keiteu füi' die unbestimmten Aufgaben mit sich führen 
würde. Das ist jedoch nicht der Fall, denn diese laufen 
gewöhnlich darauf hinaus, dass eine zusammengesetzte 
Ofrösse ein Quadrat sein soll oder dergleichen. Für die 
Quadratwurzel u. s. w. hieraus bedarf es dann keiner 
besonderen Bezeichnung. 
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Diese unbestimmten Aufgaben, für die rationale 
Lösungen gesucht werden, verdienen die grösate Aufnierk- 
samkeit in Diophants arithmetischer Arbeit. In der 
Eegel betrachtet er es jedoch nur als seine Sache eine 
einzige Lösung der Aufgabe zu finden, und nicht eine 
solche allgemeine Lösung, in der alle möglichen ehiaelnen 
Lösungen einbegrifien sind. Auf diese Beschränkung darf 
man jedoch kein zu einseitiges Gewicht legen, wenn man 
recht verstehen will, was Diophant mitzuteilen hat. Sie 
beruht nämlich in der Regel darauf, dass er auch hier 
den Hülfsgrössen, durch welche die Aufgabe gelöst wird, 
sofort bestimmte Werte beilegt; er hat dann aber hier 
ebenso gut wie in den früheren Fällen sehen können, 
dass man auch andere Werte der Hülfsgrössen hätte be- 
nutzen können. Dies ausdrücklich zu erkennen zu geben 
findet er Gelegenheit, wenn eine auf eine gewisse Weise 
gebildete Grösse zu gleicher Zeit ein Quadrat sein und 
noch eine andere Bedingung erfüllen soll. ])a genügt es 
nicht, der HülfsgrÖsse, die sie zu einem Quadrat machen 
soll, einen bestimmten Wert zu geben; diese wird dagegen 
selbst eine unbekannte Grosse x, und durch diese muss 
Diophant dann im allgemeinen die uiispmnglich gesuchten 
Grössen ausdrücken, um hinterher x durch die zweite ge- 
gebene Bedingung zu bestimmen. 

Von den unbestimmten Gleichungen, au deren Lösung 
Diophant Gelegenheit erhält, gehöi-en eine grosse Menge 
unter die Formen 

j;2=«2a.a_^6^ + c (1) 

und i/'^ --= a x^ -\- b X -\- c^ . (2) 

Die erste mid, indem wir, um die Darstellung abzukürzen, 
die letzige Zeichen spiache zu Hülfe nehmen, dadurch ge- 
lost, dat.'- man ^ = « a: + » setzt, die letzte dadurch, dass 
man y^z :/•-[- c setzt; danach lässt sich x leicht rational 
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durch 3 ausdrucken und kann seinerzeit alle rationalen 
Werte annehmen (nui durfei diese keine Giosse n^ati\ 
machen) Man sieht iits he angewandten Sutatitutiouen 
dieselben sind die jetzt lenutzt werden um irrationale 
Differenti'de latioml zu mi hen 

Auf die letzte 3er angefüllten Weichui gsfoimen 
li«?en sich die zusimraengehoii^ei (jrleiehuna;en odei 
wie Diophant sagt .die doppelte bleichung. 

zuriickfuhien Ji la« letzte Glied biiurht mcht emmal 
in beiden Gleichungen dnsselle zu eein ■wem et nui eine 
Quadratzahl ist denn dann kann man es dahin bringen 
dass es denselben V> ert erhalt indem man die eine Glei 
chung mit einem Quadrit muHiphciert Der Einfachheit 
wegen haben wir ■ingenommen dibs dies beieits geschehen 
sei. Duich bubtnktion der Gleich mgen eihüt min 
wenn man 7u^leicl % dirch a luslruckt 

y' — '=^^.'-'\ = ^-^i.-i){ +b) 

Setat man hierin s^i-\- b, so erhält man 



und diese Gleichung ist von der oben stehenden Form (2). 
Durch andere ähnliche Kunstgriffe hat Diopbant 
auch gewusst wenigstens einzelne rationale Lösungen von 
anderen zusammengehörigen Gleichungen zu finden, die 
in den Formen 
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einbegriffen sind, jedoch nur von solchen, bei denen 
gleichzeitig c und /, oder a und d Quadratzahlen sind. 
Da wir wie erwähnt nur durch die Behandlung einer 
Reihe einzelner Aufgaben erfahren, wie Diophant im 
ganzen verfährt, so wir-d es zweckmässig sein ein Beispiei 
von einer solchen Aufgabe und ihrer Behandlung zu geben. 
In der 6ten Aufgabe des ßten Buches wird ein solches 
reehtwinkehges Di-eieek gesucht, dass die Summe aus dem 
Inhalt und einer Seite, ausgedrückt in (rationalen) Zahlen, 
eine gegebene Zahl ist. Um es deutlich zu machen, wo 
Diophant seine Zeichensprache gebraucht und wo nicht, 
wollen wir bei der Wiedergabe x und x^ statt Diophants 
eigenen Zeichen schreiben, während die übrigen Buch- 
staben Zahlen ausdrücken, von denen Diophant in ge- 
wöhnlichen Worten spiicht. Die Aufgabe läuft dann dar- 
auf hinaus rationale Wei-t« von A, B und C zu finden, 
die den Gleichungen 

A^ + S2 .= C^ 
und \AB-\-A^a, 

wo a eine gegebene Zahl bedeutet, genügen. Dieser Zahl 
« giebt Diophant jedoch sofort den Wert 7. Versuchs- 
weise wird darauf A=:'ix, B^ix, C = 6x gesetzt, 
wodurch der ersten gegebenen Gleichung genügt wirti. 
Die zweite liefert dann 

Die Bedingung dafür, dass diese Gleichung rationale Wur- 
zeln haben soll, ist die, dass | + ö . 7 quadratisch ist. 
Das ist zwar nicht der Fall, aber die Rechnung mit den 
bestimmten Zahlen hat Diophant Gelegenheit gegeben 
zu sehen, wie diejenige Grösse, die ein Quadrat sein soll, 
aus Grössen zusammengesetzt ist, die den Seiten des Drei- 
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ecke proportional sind. Er erreicht also dasselbe, was 
■wir erreichen wüixlen, indem wir 

setzen, nSmlieh dass die Bedingung, 

a^ , nß - ■ ^ 1 . 

— -j — ^ ■ 7 = emem Quadrat, 

die Bedingung für rationale Lösungen ist. 

Da es nur auf das Verhältnis der Seiten ankommt, 
so kann man hier a^l setzen. Diophant wählt dar- 
auf vorläufig ß zur Unbekannten x, und ala Ergebnis aus 
den versuchweise gewählten Werten erhält er dann, dass 



Nach der ersten gegebenen Gleichung soll zugleich 

sein. Diese zusammengehörigen Gleichungen gehören unter 
die oben angeführte allgemeine Form (4). Nachdem Dio- 
phant hieraus die Gleichung 

x{x — 14:) = E^—D^ 
abgeleitet hat, schliesst er, offenbar dadurch, dasa er die 
rechte Seite in Faktoren zerlegt und 

E-\-D = x, B~D = x—U 

setzt, dass D die halbe Differenz der Faktoren oder gleich 
7 ist, und danach wird x=^'*f. 

Dieser letzte Wert stellt das Verhältnis zwischen den 
Katheten dar. Indem darauf Diophant x eine ähnliche 
Bedeutung annehmen lässt wie ursprünglich, setzt er in 
die zweite gegebene Gleichung 

-4 = 7i>?, ß=24^ 
ein; daraus ergiebt sich 



y Google 



254 Die griechische Mathematik: ' 

woraus x = ^, A^l, B^ß und C=^-£. 

Fm eine deuththeie \or'.tellun^ \on Diophants 
zahlieichen Äufgabf-n /u geben wollen wii noch aufs 
(jentewohl ein piar Beispiele imnihltn und kurze An 
g'iben 1US aemen LoBUntjcn hinzufügen 

II, 20 Drei QuÄdiitzalilen ^on dei BeschifEenheit 
zu finden dass die Diffeienz zwischen dei i^ioi'iten und 
mittleren in einem gegebenen \eihalEnis zu dei Diffeienz 
Zivilehen der mittleien und kleinsten steht - — Nennt 
man die kleinste i^ die mittleie {x-\- a]^ ^o und die 
grosste 

Da8s diese ein Qua bat sein soll wud durch eine Glei- 
chung der oben angeführten Form (1) ausgedrückt. Bio- 
phant begnügt feich mit m^S und a--=l. 

III 2 Drei Zahlen von solchei Beschaffenheit zu 
finden daes da^ Quadiat ihier 'summe neue Quadrate 
giebt wenn man jede der Zahlen dazu addiert. — Dio- 
phant las&t die Summe <- sein Die Bedingungen sind 
dann erfüllt nenn die Z-ihlen (a^—i-];^, (&2_l)^3 
und (c^ — 1)»;'' Mnd unl wenn 

woraus eich ein rationaler Ausdruck für x ergiebt, Dio- 
phant nimmt für a, h und c nur die Werte 2, 3 und 4. 
IV, 27. Zwei Zahlen von der Beschaffenheit zu finden, 
daas ihr Produkt, vermehrt um jede der Zahlen, ein Kubus 
wird. — Diophant setzt die erste Zahl gleich a^ x (und 
wählt für a den Wert 2), die zweite gleich a;* — 1, wo- 
durch die eine Bedingung unmittelbar erfüllt wird. Nun 
soll aber noch 
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sein. lu Übereinstimmung mit der Art und Weise, wie 
die unbestimmten quadratischen Gleichungen (1) und (2) 
gelöst werden, wird diese kubische dadurch gelöst, dase 
y = ax — 1 gesetzt wird ; dadurch ei^iebt sich eine Glei- 
chung ersten Grades zur Bestimmung von x. 

Wir wollen noch erwähnen, dass einzelne Aufgaben 
Diophant Gelegenheit geben, seine Bekanntschaft mit 
gewissen zahlentheoretiechen Sätzen zu zeigen, so mit dem 
Satze, dasa eine Zahl von der Form (a^ -\- b^) {c^ + d^) 
sich auf zwei Arten in die Summe von zwei Quadraten 
zerlegen lässt, nämlich 

{ac + bdy+{ad+bcy, 

und mit dem anderen, dasa eine Zahl von der Form 
in-\- S sich auf keine Weise in eine Summe von zwei 
Quadraten zerlegen lässt. 

Die angeführten Beispiele werden gezeigt haben, dass 
Diophant nur rationale (und selbstverständlich positive) 
Lösungen sucht, aber nicht eben Lösungen in ganzen 
Zahlen. Es beruht deshalb auf einem Irrtum, wenn 
man unbestimmte Gleichungen ersten Grades, die sich 
durch ganze Zahlen sollen lösen lassen, «diophantische 
Gleichungen» genannt hat. Unbestimmte Gleichungen 
ersten Grades finden sich allerdings bei Diophant; aber 
er ti'ägt nur Sorge dafür anzugeben, wie die eine Unbe- 
kannte durch die andere ausgedrückt wird, da die Ratio- 
nalität von dieser diejenige der anderen mit sich bringt. 
Diese Aufgaben wurden für den Herausgeber Diophants 
im 17ten Jahrhundert, Dachet de M6ziriac, die Veran- 
lassung, selbständig die Frage nach ganzen Auflösungen 
zu stellen und diese Aufgabe zu lösen. Sie war jedoch 
schon früher von indischen Schriftstellern gelöst, was 
Bachet nicht wusste. 
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Nun erhebt sich die Frage, wieviel von Diophants 
Arbeit von ihm selbst herrührt, und wie alt das übrige 
ist. Um dies zu beantworten hat man nicht viele An- 
haltspunkte. Wir haben. hervorgehoben, dass man bereits 
zu der Zeit, wo die übi-^e griechische Mathematik ent- 
stand, einzelne Aufgaben von derselben Natur behandelt 
hat wie diejenigen, die Diophant beschäftigen. Dass 
une in den überlieferten Schriften nicht mehr entgegen- 
ti-eten, lässt sich sehr wohl durch den Umstand erkläi«n, 
dass eie nach der Natur dieser Schi-iften nicht in sie hin- 
ein gehörten. Indessen glaube ich nicht, dass viele von 
Diophante Aufgaben aus dieser Zeit herstammen. Denn 
wir haben nicht den Eindruck erhalten können, dass die 
älteren griechischen Mathematiker die Rechenfertigkeit be- 
sassen, die uns bei Diophant entgegentritt. Auf der 
anderen Seite rührt eine so grosse Sammlung verschieden 
gearteter Aufgaben, wie diejenige des Diophant, sicher- 
lich nicht von einem einzelnen Manne her. Deshalb liegt 
die Annahme am nächsten, daas die Bildung dieser Auf- 
gaben auf einem sehr frühen Standpunkt begonnen hat, 
wahrscheinlich gleich nach der Entdeckung der irratio- 
nalen Grössen, und sieh dann über die Zeit hinaus, wo 
sonst die Entwickelung der griechischen Mathematik in 
Stillstand geraten war, fortgesetzt hat, vielleicht bis zu 
Diophant hinauf, der in dieser Beziehung recht wohl 
grosse pei-sönliche Verdienste gehabt haben kann. Dass 
eine solche Fortsetzung der Entwickelung bei einem ein- 
zelnen Zweige der Mathematik hat stattfinden können, 
kann darauf beruhen, daas die hierfür wichtige Rechen- 
fertigkeit sich nach und nach entwickelt hat, teils wegen 
der Bedürfnisse der Astronomie und teils durch Berüh- 
rung mit einem anderen Volke, den Indern. Mit diesen 
trat namentlich Alexandria durch seinen Handel in Ver- 
bindung. Wie wir sehen werden besassen nämlich die 
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Inder auch bevor sie das Position ssy«feni d )\ die lef^t 
gebräuchliche Art Zahlen zu achi'eibtn eifnnden hatten 
eine grosse Fertigkeit darin Zahlen zu benennen daizu 
stellen und mit ihnen zu rechnen. Diese Fettigkeit konnte 
besonders dui'ch die Handelsverbindungen den Giiechen 
übermittelt wei-den, die damals noch einen Teil dei m^the 
malischen Bedingungen für ihre Benutzung bei^itsen Als 
Gegengabe haben die Inder dann bei derselben Eerubiung 
einen Teil der mathematischen Resultate der Gnechen 
empfangen. Diese haben die Inder, «le wir gleichfalK 
sehen werden, zu benutzen verstanden namentlich dl 
wo sie sich in Zalilenoperationen umsetzen heesen aber 
ohne dass sie jemals verstanden hätten in die stiengen 
theoretischen Begründungen der Griethen einzudringen 

Was im besonderen Diophant-s Zeichenspiache 
betrifft, die teilweise von derjenigen abweicht, die wir bei 
viel jüngeren indischen Schriftstellern, deren Arbeiten 
uns erhalten sind, antreffen, so brauchen wir darin keine 
Entlehnung von Fremden zu sehen. Die Abkürzungen, 
die er benutzt, müssen sich von selbst darbieten, sobald 
man ohne Benutzung der älteren geometrischen Darstel- 
lung die nach und nach gebildeten Zusammensetzungen 
von bekannten und unbekannten Zahlen anderen mitteilen, 
oder auch nur selbst festhalten will. Hat man sie ein- 
mal niedergeschrieben, so wird ihr grosser Nutzen als 
Mittel um Überblick zu gewinnen sieh von selbst gezeigt 
haben Diophants Zeichensprache braucht also gar nicht 
duich eine suci,e''sive Entwickelung entstanden zu sein; 
sie kinn sehr wohl von ihm selbst oder einem einzelnen 
\oTganger beiruhieu 

Endlich wollen wir bereits hier einen Blick auf die 

Bedeutung weifen, die Diophants Arbeiten später erlangt 

hiben Die numerische Beschaffenheit von Diophants 

bestimmten Gleichungen ersten und zweiten Grades musste 

17 
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sie denjenigen viel leichter zugänglicli machen, die nicht 
von vornherein in die griechische Mathematik eingeweiht 
waren, und zwar leichter zugänglich als die abstrakten 
geometiisehen Formen, in denen namentlich die Gleichun- 
gen zweiten Grades hei Euklid vorkommen, und in 
denen diese und Gleichungen ersten Grades in den über- 
lieferten Schriften anderer geometrischer Schriftsteller an- 
gewandt werden. Deshalb war es im wesentlichen Dio- 
phant, von dem aus die griechische Algebra ku den Ara- 
bern verpflanzt wurde, von denen aus sie wieder beim 
Wiedererwachen der Wissenschaften in Europa hierher 
zurückkehrte. Wieviel Einfluss Diophants Behandlung 
der unbestimmten Gleichungen auf diejenige der Inder, 
die wir bald erwähnen werden, ausgeübt hat, weiss man 
nicht; ajabische Schriftsteller haben in der von ihm an- 
gegebenen Richtung weiter gearbeitet, und in Europa 
nahmen zahlentheoretische Studien einen neuen Auf- 
schwung, als man solche nicht nur durch die Araber 
kennen lernte, sondern auch mit Diophants eigener 
Arbeit bekannt wurde. In dieser Beziehung genügt es 
daran zu erinnern, dass Fermat den Diophant sehr 
gründlich studiert hat. 
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1. Kurzer Überblick. 

Wir wenden uns nun der indischen Mathematik zu, die 
in gana anderen Richtungen als die griechische einen 
ausserordentlichen Einfluss auf die Entwickelung der Mathe- 
matik ausgeübt hat. Dieser Einüuss hat sieh allerdings 
wohl am meisten durch unmittelbare Mitteilung der in- 
dischen Rechenkunst geltend gemacht, und nur in geringem 
Grade durch die Sehrütsteller, die wir nun erwähnen 
woUen. Immerhin sind es jedoch diese, denen wk die 
unmittelbarste Kenntnis dessen verdanken, was die indi- 
schen Mathematiker überhaupt wussten und vermochten. 
Die Schriftsteller haben im Sanskrit gesehrieben, einer 
Sprache, die damals schon eine tote Sprache war, die 
aber von den Brahmanen bei religiösen und wissenschaft- 
lichen Arbeiten angewandt wurde, ebenso wie später 
von den Europäern das Ijateinische. 

Die ältesten von diesen Schriftstellern geben geome- 
trische Regeln für die Anlage von Tempeln, die von ähn- 
licher Art sind wie die von den Harpedonapten im 
alten Ägypten benutzten (S 12). In diesen Regeln ti'cften 
wir mehrere Spuren der Beeinflussung durch die grie- 
chische Geometrie, namentlich einzelne solche Umfor- 
mungen, die wir von der geometrischen Algebra her 
17* 
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kennen. Im übrigen naüssen wir bei den indischen Astro- 
nomen die Kenntnis von denjenigen Seiten der indischen 
Mathematik suchen, die durchgreifende Bedeutung erlangt 
haben. Diese Kenntnis wird entwickelt um der Astro- 
nomie zur Hülfe zu kommen, oder sie tritt gar nur 
gelegentlich innerhalb der Darstellung der Astronomie 
hervor. 

Das letzte gilt namentlich von einer Schrift Sürya 
Siddhänta aus dem 4ten oder 5ten Jahrhundert n, Chr , 
deren Verfasser nicht bekannt ist. Aryabhatta, ge- 
boren 476 n, Chr., hat in ein astronomisches Werk 
einen mathematischen Abschnitt mit aufgenommen. Von 
grösserer Bedeutung in mathematischer Beziehung sind 
das 12te und 18te Kapitel in einer grossen astronomiechen 
Schrift von Brahmagupta, geb. 59S. Eine vollständigere 
Kenntnis der Einzelheiten der indischen Mathematik er- 
halten wir durch die weit jüngeren beiden mathematischen 
Arbeiten des Bhäskara Acärya (des Gelehi'ten), geb. 
1114, welche die Titel Liiävati (die Schöne) und Vija- 
ganita (Wurzelberechnung) tragen. Die erstere behandelt 
etwa das, was wir Rechenkunst und Airithmetik nennen, 
der Inhalt der zweiten entspricht so ziemlich unsere 
Algebra. Der Name des ersten dieser Werke ist wohl so 
zu verstehen, dass die Rechenkunst selbst, die in den 
Aufgaben in sehr- poetischen Ausdrücken augeredet wird, 
die Schöne genannt wird. Diese Anrede stimmt gut zu 
dem poetischen Schwung, den die Aufgaben oft haben. 
Übrigens giebt es eine Legende, nach der es die eigene 
Tochter ist, die Bhäskara durch die anziehenden 
Rechenaufgaben über eine bittere Enttäuschung trösten will. 

Wenn auch die Inder eine uralte Astronomie gehabt 
haben mögen, die sich vermutlich an die chaldäische 
angeschlossen hat, so zeigt doch bereits Sürya Siddhänta 
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SO etaike Beeinflussungen entweder durch Ptolemäus 
oder durch ältere griechische Astronomen, dass sich die 
möglichei'weise ursprünglich indischen Bestandteile nicht 
mehr ausscheiden lassen. Griechischer Einfluss auf die 
indische Kultur — und umgekehrt — reicht gewiss zu- 
rück his auf Alexanders Zug nach Indien, und hat sich 
später fortgesetzt teils durch einzelne Kolonien, teils durch 
die Handelsverbindungen, für die Alexandria ein Mittel- 
punkt war. Die den Griechen bekannten mathematischen 
Sätze und Operationen, die wir auch bei den Indern 
treffen, verdanken diese gewiss jenen, aber die Inder ent- 
wickeln darin Seiten, die eine sehr viel weiter gehende 
numerische Behandlung erfordern, als die Griechen bei 
ihrer streng theoi-etischen Behandlung jemals erreicht haben. 
Für eine solche Behandlung scheinen die Inder keinen 
Sinn gehabt zu haben, aber dafür waren sie auch voll- 
ständig frei von den Bedenken, welche die griechischen 
Mathematiker dahin brachten, die wirkliche Berechnung 
in Zahlen deshalb für geringer zu halten, weil sie oft 
nur zu einer Annähening führt. Numerische Berechnung 
und die dadui'ch erhaltene praktische Prüfung war im 
Gegenteil für die Inder das wirkliche Mittel sich Sätze 
und Methoden anzueignen, von deren eigenthcher Be- 
gründung sie die Bedeutung kaum vollständig verstanden. 
Jedenfalls geben sie solche Begründungen nicht in Worten 
wieder, sondera sie b^nügen sieh damit zu zeichnen und 
dui'ch das Wort «Siehe!* auf die Figur hinzuweisen, die 
der wirklichen Beweisführung der Griechen zu Grunde lag. 
Von weit grösserer Bedeutung als die Entwiekelung, 
die verschiedene Zweige der Mathematik durch die von 
den Indern angewandte numerische Berechnung erfuhren, 
ist jedoch die Schreihung der Zahlen und die Rechen- 
kunst, die wir ihnen verdanken. Es ist dieselbe Schrei- 
bung der Zahlen mit Stellenwert für die einzelnen Ziffern 
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(« Positionssystem ä), die wir heutigen Tages benutzen, und 
im weeentlichen dieselbe daran angeschlossene mecha- 
nische Ausführung der Berechnungen. Leider ist nur 
wenig darüber bekannt, wie dieses System sich gebildet 
hat, da die zur Vollendung des Systemes dienende zehnte 
Ziffer sich bereits in Sürya Siddhänta findet. Viel 
älter seheint das Position ssystem jedoch nicht zu sein, 
wenn auch die nenn ersten, eigenen Wert besitzenden 
Ziffern auf weit älteren Inschriften vorkommen. Etwas 
weitere Aufklärung über die frühere Behandlung der 
Zahlen bei den Indern lässt sich jedoch insofern in der 
überlieferten Litteratur finden, als ältere Methoden Zahlen 
zu schreiben oft beibehalten sind, entweder aus Pietät, 
oder wegen der besonderen Vorteile, die durch diese 
Methoden des Schreibens sieh darboten; auf diese Weise 
aber kann man nur ein sehr unvollständiges Bild von 
der Vorgeschichte des Position ssystemes bei den Indern 
erhalten. Diesem Mangel wollen wir dadurch etwas ab- 
zuhelfen versuchen, dass wir der Darstellung des Positions- 
systeme s bei den Indern einen ganz kurzen Überblick 
über dessen allgemeine Vorgeschichte als Emieitung 
voranschieken. Wenn wir in aller Allgemeinheit die 
Hülfsmittel erwähnen, deren man sich bei der Berechnung 
von Zahlen vor der Erfindung des Position ssystemes, oder 
doch bevor dieses an den betreffenden Stellen bekannt 
warde, bediente, und wenn wh- unter diesen die ziemlich 
dürftigen Mittel berühren, mit denen sich selbst die 
Griechen begnügen mussten, so werden wir jedenfalls 
eine Vorstellung davon geben können, wie grosse Schwie- 
rigkeiten es verursacht hat zu diesem System zu gelangen. 
Von wie grosser Bedeutung dieses System ist, keineswegs 
allein als Teil der Mathematik, sondern für die Menschheit 
in den alltäglichsten Dingen, bedarf keines näheren 
Nachweises. 
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2. Zahlbenennung, Zahlbezeichnung und Zahlen- 
rechnen vor und bei den indem. 

Wenn eine Mutter einen Äpfel für Jedes von ilu-en 
7 Kindern nehmen will, so braucht sie die Zahl 7 nicht 
zu kennen. Ebenso wenig braucht sie zu wissen, dass 
2 . 7 ^ 14, um jedem Kinde zwei zu geben. Sie nimmt 
ganz einfach Je einen oder zwei füi' Hans, Louise u. s. w. 
Sie kommt dem Zahlenbegriöe näher, wenn sie beachtet 
hat, dase sie im ersten Falle einen Apfel für jeden Finger 
der einen Hand und für den ersten und zweiten Finger 
der andern Hand nehmen muss Die Fmgei, die nichts 
mit den Dingen zu thun haben, von denen hier ebenso 
viele sein sollen, werden für sie dann nur Bezeichnungen 
für die Anzahl von diesen. 

Dass die Völker sich aui diesem Wes,e 7um Zahlen 
begrifie erhoben haben, geht daraui her\oi, diSö sie sich 
fast alle um grössei-e Zahlen zu benennen des Zehnei , 
Fünfer- (zunächst wohl nur als Duichgingaghed zum Zeh 
nersystem) oder Zwanzigersystemeb bedienen Diese sind 
wenn es auch lange Zeit gedaueit haben mag, von selbst 
KU wirklichen Systemen geworden Nachdem man alle 
Finger durchgezählt hatte, odei weitei gegangen war und, 
wie ein Volk am Orinoco 20 uusdiuckt, einen ganzen 
Menschen (d. h. Finger und Zehen) gezahlt hatte, hat 
man \on \ome begmnen und dann duauf achten müssen, 
wie Mele Zehnei oder Zwanzigei, und wie ■viele Emei 
man über dieie hinaus gezahlt hatte Dadurch &ind die 
Zahlbildungen entstandpu die wii durth a -|- öa* bezeichnen 
können wo x die höhere Einheit, Zehnei odei Zwanziger, 
bezeichnet. Wenn die Entwickeluna und BenutzunK dei 
Zahlen so weit gekommen war, das« dit Anzüil d^^i 
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Zehner oder Zwanziger selbst 10 oder 20 überschritt, ao 
hat man höhere potentielle Einheiten, 10^, 10^ . . ., 
oder wie die alt«n Azteken in Mexiko 20^, 20^ . . ., 
bilden und Zahlen von den Formen 

a-\-bx-\- cx"^ ^- . . . 

darstellen müssen. 

Wie weit man gegangen ist, hat sich dann nach 
dem Bedarf richten müssen. Die unbegi'enzte Mögüch- 
keit für die Bildung höherer Einheiten ist dagegen in 
der R«gel erst auf einem mehr wissenschaftlichen Stand- 
punkte geltend gemacht worden, wie von Archimedes in 
der Sandreehnung, 

So sind die Zehner- und Zwanzigereysteme gebildet, 
das letztere zunächst wohl von Völkern, die immer, oder 
wie die Grönländer in ihrer Wohnung, nackt oder mit 
nackten Füssen gehen. Die deutlichen Spuren des Zwan- 
ziger systemea, die sich in mehreren europäischen Sprachen 
und nicht zum wenigsten im Dänischen finden, sind da- 
gegen späteren Ursprunges und wahrscheinlich dadurch 
entstanden, dass die grössere Einheit, das Stieg (20 Stück), 
in gewissen Fällen für Handel und Wandel bequem ge- 
wesen ist. Neben den hier genannten höheren Einheiten 
hat man bei der Einteilung von Münzen, Maassen und 
Gewichten oft andei-e benutzt, die sich aua mehr- theore- 
tisch Gränden als bequemer erwiesen haben, wie 12 =- 
2* . 3. Ein Beispiel für eine noch weiter gehende Rück- 
sichtnahme auf derartige Gründe ist das ans Babylonien 
stammende Sesagesimalsystem, das wir bereits erwähnt 
haben. 

Ausser Addition, Multiphkation und den ersten 
Potenzerhebungen, die, wenn auch unbewusst, diesen 
Zahlenbildungen zu Grunde liegen, hat man bei den 
Zahlen benennungen auch Subtraktion benutzt, so wenn 
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19 im Lateinischen un-de-mginti heisst, im Sanskrit 
ekonaüim^ati (d. h. 20—1) oder nur ünavim^ati (d. h. 
mangelhaft 20). 

Heute gebrauchen ivir, sowohl um mit den so gebil- 
deten Zahlen zu rechnen als um sie aufzuschreiben, ein 
und dasselbe Hülfsmittel, aber so ist es nicht immer 
gewesen. Zum augenblicklichen Festhalten der Zahlen, 
die beim Rechnen erforderlich waren, hat man zuerst 
dasselbe Hülfsmittel wie beim Zählen benutzen können, 
nämlich die Finger. Die verschiedenen Einheiten wurden 
bei einem afrikanischen Volke dadurch festgehalten, dass 
ein Mensch einen Finger in die Höhe halten musste für 
jede einfache Einheit, ein zweiter für jeden Zehnei-, ein 
dritter für jeden Hundei-ter; ein einzelner Mensch aber 
kann für denselben Zweck auf verschiedene Weise die 
Glieder der Finger venvenden (Fingerrechnung bei Griechen 

n 1 Bon em) Ändere n echan sei e Hulfs ttel d e n i 
a sehr verscl ele e ^teliei de 1. de ange^a dt 1 at 
u 1 h anwendet die von le alte (. e 1 n 1 

r me u d n M ttelalter E op 1 en t t u ie 
und d e au h c 1 erte Volke chatte 1 eute cl f 
b o le e Z ecke (B e 1 gen beu K te sj el) o ler 
al Lim ttel Ki de t> 1 le be utz n s 1 Re 1 e 
1 ette e nfa 1 e Re he ma cl e n 1 Eecl enpfe e; 
Auf len Recl e b ette ü !ct ch e e E te 1 n 

Kolumne f E he te lert 11 en A t le e Anz i ! 

1 nn 1 r 1 i fgelegte °>te n he ode n le e Ma k l e 
z cl et wud iuf ie M hine len e en 

J 1 rl u de t von as it s hen Volkern de 's e iai ge ge 
b cht I al e 1 E oj eko e s d n 1 1 e 

Kolun ne t S'i te le Stab e lau cht a i le e 

h K ^el o ler le gle che e s 1 ebe lasse Jede 
K lun e ode jede St 1 ka a zwc ünte attel uge 
Ithvl ie41 Mk B 
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Zeichnung von Einheiten einer gewissen Art enthällt, die 
andere 1 oder 2 Marken zur Bezeichnung fünfmal 
so grosser Einheiten. Von Rechenpfennigen giebt es ver- 
schiedene Formen um Einheiten verschiedener Art zu 
bezeichnen. Dass diese Hültsmittel sich benutzen lassen 
um einfache Rechnungen, Addition, Subtraktion und 
Multiplikation mit kleineren Zahlen auszuführen, erkennt 
roan leicht, und deshalb wollen wir uns mit einer Unter- 
suchung darüber, wie man das an den verschiedenen 
Orten gemacht hat, nicht aufhalten. 

Man kommt uiisei-em Zahlenrechnnen näher, wenn 
man die eingeteilten Kolumnen allerdings benutzt, aber 
statt Marken auf die Kolumnen zu legen Zahlzeichen für 
1 — 9 in sie hineinschreibt. Hierzu ist nicht nur die 
Kenntniss der Schreibkunst erforderlich, sondern auch, 
da man seine Marken nun nicht mehr mechanisch zu- 
sammenzählt, zugleich das Einüben von Tabellen (Eins 
und Eins, Einmaleins) oder die Benutzung geschriebener 
Tabellen. Man hat das Positions System, wenn man statt 
die im voraus gezeichneten Kolumnen zu benutzen, die 
geschriebenen Ziffern selbst diese Kolumnen bilden läest. 
Dazu bedarf man eines Zeichens, das einen Platz aus- 
füllt ohne selbst irgend welchen Wert zu besitzen, nämlich 
0. Dass die Erfindung der Null nicht ganz von selbst 
kam, sieht man daraus, dass das Positionssystem so lange 
auf sich warten Hess. Im übrigen hat sieh ergeben, dass 
selbst, nachdem es gefunden war, eine gewisse Entwickelung 
dazu gehörte um es benutzen zu können. Nicht nur muss 
man, um ein System von Kolumnen gebrauchen zu können, 
worin die Zahlen hineingeseh rieben werden, sehreiben 
können und einige Tabellen [Eins und Eins, Einmaleins) 
gelernt haben, sondern man muss auch einigermassen 
zierlich und gleichmässig schreiben, damit die Ziffern auf 
ihren rechten Platz kommen, und man muss mehr im 
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Gedächtnis behalten, als wenn mau überschiessemle Ein- 
heiten höherer Ordnung und ho viele Ziffero, wie man 
will, in die im voraus gezeichneten Kolumnen hinein- 
schreiben kann. 

Mit Ausnahme der beiden letzten haben die hier 
genannten Mittel keine Ansprüche an die Kenntnis der 
Öchreibkuust gemacht. Dasselbe lässt sich sogar von 
den ersten Entwickelungsstufen dpr Zahlen sc bi-eibung selbst 
sagen, die nur in festen Marken statt der beweglichen 
Steine, Kugeln odej- Rechenpfennige bestanden haben. 
Man hat, ganz so wie es jetat geschieht, wenn die Einer 
einzeln knnjmen, z, ß. beim Stiiiimenzählen, für jeden 
Einer eine Marke abgesetzt. Man hat solche Marken in 
neue für' 5 oder 10 zUhammenfassen können, für die 
jedoch hpäter selbständigere Marken entstanden sind, 
ebenso wie für die höheren Einheiten. Auf diese Art 
kommt man dann zu einer zusammenhängenden ZaJil- 
bezeichnung wie diejenige der Romer war — um uns an 
ein wohlbekanntes Beispiel zu halten — . Es ist leicht 
zu begreifen, wie eine derartige Zahlenschreibung ent- 
standen ist, und es würde leicht sein die Bedeutung 
einer solchen Zahlenschrift zu finden, selbst ohne irgend 
welche Anleitung empfangen zu haben. 

Die Griechen, die in älteren Zeiten, wie sich aus 
alten Inschriften ergiebt, die Zahlen auf ahnliche ^^'el9e 
geschrieben hatten, ' benutzen in dei uns überlieferten 
Litt«ratur vollkommen entgegengesetzte Principien für 
die Zahlen Schreibung. Jede ganze Anzahl Einer, Zehner 
und Hunderter hat nämlich ihren eigenen Buchstaben. 
Man seh reibt 

für 1 Si 3 . . , 9 10 2Ü . . . 100 200 .. , 
a ß y . . . '& i 7t ... e . . ., 
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~ny, '6'i%oiXy. 



dadurch wivd beipeielswei 

803 = wy, 

Diese Bezeichnungsart acheint im eisten Augenblick 
ihres unsystematischen Charaktere wegen ein Rückschritt 
zu sein. Nichts lässt erkennen, was gleichartig ist. So 
verraten die Zeichen ß, x, o durch nichts, dass man es 
mit gleichviel Einheiten verschiedener Ai-t zu thun hat. 
Indessen sieht man, dass die Griechen eine Zahl viel 
kürzer daretellen als die Römer, und ihre Zahlbe- 
zeichnung darf nicht, selbst wenn sie das einzige wäre, 
was wir von den Griechen kennten, als Zeichen einer 
niediigeren Entwickelungsstufe betrachtet werden. In 
unseren Tagen haben viele Sprachforscher die ältere An- 
sicht aufgegeben, dass es ein Zeichen für die hohe Ent- 
mckelung einer Sprache sein solle, wenn sie wie die 
lateinische durch vollständige Regeln alle Worte auf 
solche Formen und in solche Verbindungen mit einander 
bringt, dass derjenige, der noch keinen Begriff vom Zu- 
sammenhange hat, aus den Formen schliessen bann, wo- 
hin jedes Wort gehört, und sich so den Zusammenhang 
konstruieren kann. Etwas ganz ähnliches findet man 
in den Sprachen der am wenigsten entwickelten Völker. 
Jetzt dagegen sieht man die Vollkommenheit einer Sprache 
darin, dass sie mit so wenig Mitteln wie möglich, also 
mit der geringsten Mühe für den Spi"eehenden und den 
Hörenden ein vollkommenes Verständnis herstellt. Hierzu 
gehört, dass man (wie im Enghschen) solche Hülfsmittel 
für die Beurteilung des Zusammenhanges zwischen den 
einzelnen Worten auslässt, die in Wirklichkeit überflüssig 
sind. Soll das Verständnis nicht verloren gehen, so 
wii-d dann allerdings eine genauere Kenntnis - von der 
Sprache, z. B. von der Bedeutung der Wortstellung, ver- 
laugt, wenn Mi BS Verständnisse unmöglich sein sollen; ist 
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aber diese Kenntnis vorhanden, so gelangt man viel 
rascher zum Verständnis, als wenn mau sieh den Zu- 
sammenhang durch Beti-achtung der Übereinstimmung in 
Genus, Numerus und Casus, konstruieren soll. Einen 
ähnlichen Voi-teil gewährte das Schreiben und Lesen der 
Zahlen bei den Griechen gegenüber der Weitläufig- 
keit der römischen Zahlen. Die Griechen konnten die 
Zahlen bis 1000 nicht nur ebenso kurz schreiben wie 
wir, sondern für den, der mit den Zeichen vertraut ist, 
sind ihre Zahlen auch rascher zu lesen, als wenn man 
sich durch eine römische Zahl hindurch zählen muss. 

Als Schriftzeichen für nicht zu grosse Zahlen dürften 
die griechischen also sehr gut sein. Indessen waren 
diese Bezeichnungen, vermutlich weil man, wo es nötig 
war, nebenher mechanische Mittel füi- das Rechnen be- 
nutate, allzu ausschliesslich nur für die schriftliche Mit- 
teilung bestimmt. Um eine Zahlensehreibung zu erhalten, 
die zugleich zweckmässig als Rechenmittel und brauchbar 
für die Darstellung von unbegrenzten Zahlen war, musste 
man auf dem betretenen Wege wieder umkehren. Für 
eine solche Zahlen Schreibung war eine Vereinigung von 
griechischer Kürze mit römischer Durchsichtigkeit erfor- 
derlich. Einige Annäherung hieran zeigt eine Bezeichnung, 
welche die Chinesen benutzen: die verschiedenen höheren 
Einheiten haben jede ihr besonderes Zeichen, und ihi-e 
Anzahl wh-d durch dieselben Ziffern angegeben, die die 
einfache Anzahl von Einem bezeichnen. Wenn wir die 
eigenen Zeichen der Chinesen mit einer Kombination 
der römischen nnd unserer Zaiüzeichen vertauschen, so 
lässt sich die Anwendung dieses Systemes durch die fol- 
genden Bezeichnungen darstellen: 

833=803X3, 803 = 8 CS, 83 = 8X3. 
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Einfacher wird das System, wenn man die Art der 
höheren Einheit durch hinzugefügte Marken angieht, wie 

833 = 833, 803 = 83, 83 = 83. 
Kürze, Klarheit und An wendbar Iteit sind jedoch am 
besten im Positionssystem vereinigt. 

Nachdem wir hier an den am hosten beliannten Bei- 
spielen erläutert haben, wie die Bildung von Zahlen im 
allgemeinen vor sich gegangen ist, und zugleich die 
Wege gezeigt haben, auf denen man zum Rechnen und 
zum Sehreiben der Zahlen gelangt ist, wollen -wir noch 
einen Blick auf das werfen, was wir in dieser Beziehung 
von den Indern vor der Erfindung des Positionssystemes 
besonderes wissen. 

Daas die Inder sieh früh mit gi'osseii Zahlen beschäf- 
tigt haben, ergiebt sich daraus, dass sie schon früh 
Namen für die decimalen Einheiten bis hinauf zu 10^' 
gebildet haben. Altes Interesse für grosse Zahlen verrät 
sich ferner dadm'ch, dass in Legenden von Buddha er- 
zählt wird, er habe derartige Namen bis hinauf zu 10"* 
gebildet, ja er habe Bildungen von noch höheren Zahlen 
beabsichtigt. Hieraus und aus der Neigung der Inder 
zu numerischen Übertreibung geht hei-vor, dase sie bereits 
von Alters her das besaasen, was Archimedes den Griechen 
ei-st in seiner Sandreehnung brachte. In ihren Benen- 
nungen füi' die decimalen Einheiten fehlt es allerdings 
an solchen Ruhepunkten, wie wir sie in Tausend, einer 
Million u. s. w. haben. Das ist ein Mangel an System; 
aber es ist doch, wie bei der Zahlen Schreibung der Griechen, 
ein Zeichen von Entwickelung, dass man sieh durch die 
vielen verschiedenen Bezeichnungen überhaupt verständlich 
machen konnte. Die bestimmte Absonderung jeder ein- 
zelnen decimalen Einheit weist im übrigen auf die 
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Prineipien hin, aus denen das Position a System hervor- 
gehen sollte. Diese Prineipien finden sogar Anwendnng 
beim Aussprechen von Zahlen. So wird an einer Stelle 
die Zahl 1577917828 durch eine Mischung von bildliehen 
Ausdrücken im Zahlen und eigenthehen Zahlen, indem 
mit den Einem begonnen wird, dargestellt, durch Vasu 
(d, i. eine Klasse von 8 Gottheiten), 2, 8, Berge (7) 
PoiTii (1), Ziffern (nämlich die 9), 7, Berge, Mondtage 
(15, d. i. ein halber Monat^. Die letzte Bezeichnung ent- 
spricht einer zweiziffrigen mit 1 beginnenden Zahl, und 
dasselbe kann auch innerhalb einer auf ähnliche Weise 
zusammengesetzten Zahl stattfinden. Das Hersagen der 
Zahl geschieht auf solche Weise rascher als bei uns, 
wenn wir uns nicht auch etwa damit begnügen wollten, 
die einzelnen Ziffern der Reihe nach zu nennen. Da- 
gegen ergiebt sich die Misslichkeit, dass eine und die- 
selbe Zifier, hier beispielsweise sowohl 7 wie 8, verschiedene 
Namen erhält. Das hängt indessen mit einem Hülfs- 
miltel zusammen, das angewandt wurde um sowohl Zahlen 
als auch mathematische Regeln im Gedächtnis zu behalten, 
nämlich sie in Verse zu bringen, ein Mittel, das sicher- 
lich mit den poetischen Neigungen der Hindu in Ver- 
bindung stand, das aber auch praktischen Nutzen ge- 
währte. 

Das angeführte Beispiel findet sich allerdings bei 
Brahmagupta, als das Positionssystem also schon längst 
bekannt war; aber ihrer ganzen Beschaffenheit nach 
muES diese Art der Benennung, die für die verschiedenen 
Zahlen alte, nach Übereinkunft gebildete Namen voraus- 
setzt, alt sein. Da in der angeführten Zahl die Null 
fehlt, so kann sogar dieses Beispiel selbst alt sein. 

Was die eigentliche Schreibung der Zahlen betrifft, 
so haben wir bereits bemerkt, dass die Benutzung der 9 
Ziffern sieh auf ui-alten Inschriften findet. Um hieraus 
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gi-üsserc Zahlen zusammenzusetzen kami man sich eines 
Verfahrene bedient haben, wie es eich bis vor kurzem 
auf Ceylon erhalten hat. Dieses besteht darin, dass man 
teils wie die Griechen die 9 Ziffern dm'ch beeondere 
Zeichen für 10, 20, 30 . . . 100 und demnächst fiu 
1000 ergänzt, teils wie die Chinesen eine gewisse Anzalil 
von Hunderten dadurch bezeichnet, dass man die be- 
treffende Ziffer vor das Zeichen für 100 stellt, oder man 
kann auch dem Prineip der Chinesen ganz gefolgt sein. 
Ungefähr so wie diese verfährt nämlich noch Ary- 
abhatta. Er benutat die Konsonanten um die Ziffern 
auszudrücken, und giebt durch einen hinzugefügten Vokal 
an, von welcher decimalen Einheit diese Anzahl genommen 
werden soll. So ist 

ga, = Z, i?i"=30, 3«= 30000 u. s. w. 

Dadurch erreicht er eine hörbare Darstellung von Zahlen, 
die in Verse hinein passen kann. 

Die Arten des Verfahrens, welche die Inder für das 
Rechnen benutzten, bevor das eigentliche Positions System 
durch Einführung der Ziffer vollendet worden war, 
können sehr wohl denen geglichen haben, die man an- 
wandte, nachdem es zur Benutzung gelangt war; denn 
die Zahlenschreibung, deren man sich bediente, wird es 
jedenfalls deutlich gemacht haben, wieviele von jeder 
decimalen Einheit vorhanden waren. Unmittelbar können 
solche Arten des Verfahi-ens bei den uns überlieferten 
Schriftstellern benutzt worden sein, wo die Bedeutung 
der 9 Ziffern, die man hatte, durch ihren Platz in einem 
im voraus eingeteilten Rahmen angegeben wird, denn in 
einem solchen erhält man durchaus keine notwendige Ver- 
wendung für das Zeichen 0. Das gilt z. B. von folgen- 
der Form für die Multiplikation von 12 . 735, die auch 
auf grössere Zahlen angewandt wurde: 
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Die Pi-odukte der einzelnen Ziffern sind derartig in 
Einer und Zeliuer zerlegt, dass man hinterher nur das 
Zusammenzählen in der Richtung der einen Diagonale 
der kleinen Quadi'ate voi'zunehmen hat. 

Die an das Positionssystem angeschlossenen Rechen- 
regeln waren bei den Indern der Hauptsache nach die- 
selben, die noch heutigen Tages benutzt werden. Die 
Abweichungen davon hatten meist rein äussere Gründe. 
So hatte man Rechentafeln, die im Verhältnis zu den 
ziemlich gi-ossen Ziffern, die man der Deutlichkeit wegen 
schreiben musste, nm' klein waren; aber diese Ziffern 
Hessen sich leicht auslöschen und durch andere ersetzen. 
Aus diesem letzten Grande stand dem nichts im Wege, 
von links nach rechts zu addieren und zu muRiplicieren, 
wenn man nur beständig die bereits hingeschriebenen 
Ziffern durch Hinzufügen der überachiessenden Einheiten 
höherer Ordnung verbesserte. Bei Multiplikation mit 
einer mehrziffrigen Zahl begann man, wenn man tüchtig 
genug war um ein so umständliches Aufschreiben wie 
das eben angeführte entbehren zu können, damit, mit der 
höchsten Ziffer zu multiplicieren. Während man mit der 
nächsthöchsten multiplicierte, konnte man gleichzeitig 
das dadurch entstandene Partialp ro du kt zu dem bereits 
gebildeten addieren und dieses in die so gebildete Summe 
umändern u. s. w. Ausser Multiplikator und Multipli- 
kandus, welcher letztere beständig so verschoben wurde, 
dass seine Einer ebensoweit nach rechts standen, wie 
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tlie Einer des Paitialproduktes, das gerade gebildet werdtsii 
sollte, enthielt die Tafel also fortwährend nur eine Zahl, 
die durch Addition der bereits hergestellten Paitialpio- 
dukte gebildet war. 

Ein solches beständigcb Auslöschen ^etiangt gioese 
Sicherheit, da man die Mittel \un etwaige Fehlei zu ent- 
decken beständig vernichtet Man niuss namentlich dai- 
auf bauen können, daes das Gedächtnis =(OwohI die äugen 
blicklich vorkomnenden Zahlen, als auch die Tabellen, 
die benutzt werden, festhält Solche Tabellen weiden 
heutigen Tages in Indien in grossem Umfange auswendig 
gelernt, und in alt«n Zeiten ist es sicher nicht wen^r 
der Fall gewesen. Man lernt jetzt Multiplikationstabellen 
auswendig, deren einer Faktor eine von den Zahlen von 
1 bis 10 ist, der andere eine von den Zahlen von 1 bis 
30, ja bis 100, nebst den Brüchen i, ^, f, 1^, 2|, 3^, 
ferner umfassende Quadrattafeln. Bei einem derartig 
geübten Gedächtnis ist es nicht zu verwundern, wenn die 
Inder auch imstande waren die jetzt sogenannte Fou- 
riersehe Multiplikation grösserer Zahlen anzuwenden, 
die dai-in besteht sofort (kreuzweise) die Produkte von den 
einzelnen Ziffern der Faktoren, welche dieselbe decimale 
Einheit zum Produkt« haben, zu bilden und zu addieren. 



3. Anwendungen des Zahlenrechnens. 

Wir wollen nun sehen, auf welche Aufgaben die 
Inder ferner die numerische Rechenfertigkeit, für welche 
die Bildung des Po sitions System das beste Zeugnis ist, 
anzuwenden vermochten, und wofür dieses System dem- 
nächst das beste Hülfsmitt«l wurde. Aufklärungen dar- 
über können wir namentlich in den zahlreichen Rechen- 
regeln und der reichen Sammlung von Aufgaben finden. 
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die in Bhäskaras Lilävati enthalten sind, aber auch 
anderswo. So giebt bereits Aryabhatta dieselben Regeln 
füi- das Ausziehen der Quadrat- und Kubikwurzel, 
die wir jetzt aus den Ausdrücken für (a -\- b'f und 
(fl -|- bY ableiten. 

Von dem Inhalte unserer gewöhnlichen Rechenbücher 
kannten die Inder einfache und zusammengesetzte Regula 
de tri, Zinsrechnung, auch mit Zinseszins, Gesellschafts- 
rechnung, die Mischungsregel, Regeln für Raummessung 
u. s. w. Verschiedene andere Aufgaben, die wir jetzt 
auf eine Gleichung bringen, werden auch nach bestimmten 
Rechenregeln gelöst. Hierzu gehört die «Regel des falschen 
Ansatzes» (regula falsi), die wir bei den Ägyptern (S. 11) 
gefunden haben ; bei dieser bleiben sie jedoch nicht stehen. 
Aus späteren arabischen Quellen wissen wir, dass sie 
auch die sogenannte «Regel der zwei falschen Ansätze» 
(regula duorum falsoriim) benutzten. Diese dient dazu 
eine Aufgabe, die — wenn man sie auf eine Glei- 
chung gebracht hätte — von einer Gleichung ersten 
Grades von der Form 

abhängen würde, durch zwei Versuche zu lösen. Geben 
a; = a und x^^ß beim Einsetzen in die linke Seite die 
von k verschiedenen Werte /(«) und f{ß), so wird x 
aus den Abweichungen k — /(a) und k —f(ß) nebst a 
und ß nach einer Rechenregel bestimmt, die sich durch 
die Formel 

^ ß[k^fia)]-a l k-f(ß)] 
" [k-/{a]]-[k^f{ß] 

wiedergeben läaat. 'S^ le man sieht fallt diese ReLhenr^el 
genau mit dem zusammen, was wir letzt einfache 
Interpolation nennen iind wii TM'^'^tn dinn, dass sie 
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sich nicht nur wie bei den Indern für exakte Berechnung 
verwenden lägst, wenn f[x) wirkhch eine ganze Funktion 
vom ersten Grade wird, sondern auch für weitergehende 
Annäherang, wenn a und ß bereits Näherungswerte sind. 
Eine derartige Anwendung treffen ivir jedoch erst später 
bei den Arabern und in Europa, 

Eine andere Rechenregel von sehr allgemeiner Be- 
schaffenheit ist die Begel der Umkehrung. Diese 
besteht ganz einfach darin, dass man, wenn man eine 
Zahl finden soll, die, nachdem sie einer gewissen Reihe 
von Rechnungen unterworfen ist, eine bekannte Zahl 
darstellt, dies dadurch erreicht, dass man die letztge- 
nannte Zahl allen umgekehrten Rechnungen in um- 
' Reihenfolge unterwirft. 

Im übrigen werden verschiedene apecielle Regeln auf- 
die wir durch Auflösen von Gleichungen ersten 
oder zweiten Grades mit einer oder mehreren Unbekannten 
finden würden, und die die Inder, wie wir bald sehen 
werden, ebenso hätten finden können. Das gilt z. B. 
von den Rechen i-egeln über Differenz- und Quotienten- 
reihen, bei denen nicht allgemeine Relationen aufgestellt 
werden, in denen man die vei'schiedenen Grössen als 
Unbekannte betraciiten kann, sondern bei denen beson- 
dere Regeln mitgeteilt werden um jede einzelne von den 
Grössen zu berechnen, wenn die übrigen bekannt sind. 
In Uiävati werden sie ohne Beweis mitgeteilt. Dasselbe 
gilt von verschiedenen anderen Regeln, die wir lieber im 
nächsten Abschnitt als Zeichen für die zahlen theoi-etischen 
Kenntnisse der Inder mitnehmen wollen. 

Dagegen dürfen wir die Rechenkunst der Inder nicht 
verlassen ohne einige Proben von den Formen zu geben, 
in die sie ihre Beispiele für die Anwendung ihrer ver- 
schiedenen Rechenregeln kleiden. 
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Eine rein numerische Anwendung der erwähnten 
Methode der Umkehi-ung ist das folgende Beispiel: 

Schönes Mädchen mit den funkelnden Augen 1 (dis 
ist Li!a\iti) Du die Du die richtige Methode der Um 
kelirung kennet 1 Nenne mii die Zihl, die mit 3 multi 
[ liciert um | des Piodiikt«s \eimehrt di\idieit durch 
7 \eimindert um ^ des Quotienten multiplieiert mit 
Bich Bell st \eimindeit um 5^ durch Ausziehen dei 
Quidi itwurzel Addition \on S und Division mit 10 eine 
2 gieht 

Eine Aufgabe die sich duich dit emfache Regel des 
tahihen Ansatzes losen lasst ist folgende 

Em fünftel eines Bienen sc hwai ms «etzt Sich luf eine 
Kidamhiblume, ein Diittel auf eine Sihndhablume das 
Dieitache \on dei Diffeienz zwifechen diesen beiden Zahlen 
i«t auf eme Kutiiihlume geflogen und eine einzelne 
Biene ist in dei Luft umhergeflogen angezogen vom 
Dufte eines J^mins und emes Pandanue Nenne mii 
sdiones Madchen, die Anzahl der Bienen I 

Eine quadratische Gleichung wird in folgender Ge- 
stalt dargestellt 

Mitten im Kampfe ei^rift Prit'has rasender Sohn 
eine Anzahl Pfeile um Carna zu töten. Die Hälfte ge- 
brauchte er zu seiner eigenen Verteidigung und das Vier- 
fache der Quadratwurzel gegen die Pferde. 6 Pfeile 
durchbohrten den Kutscher 8a!ya, 3 andere spalteten 
den Sonnenschirm und zerbrachen die Standarte und den 
Bogen, und Carnas Haupt wurde von einem Pfeil durch- 
bohrt. Wie viele Pfeile hatte Arjuna [Pi'it'has Sohn)? 

Das folgende soll, was nicht leicht zu wissen ist, 
ein Beispiel für umgekehrte Regula de tri sein: 

Wenn eine Sklavin von 16 Jahren 32 Nishkas kostet, 
was kostet dann eine von 20 Jahren? 

Als Unterlage für diese Berechnung wird nur ange- 
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führt, das der Wert lebender Geschöpfe sich nach dem 
Alter richtet. 

Etwas nüchterner Bind folgende Beispiele für zu- 
sammengesetzte Regula de tri: 

30 Balken von 12 und 16 Zoll Dicke und Breite 
und 14 Fuss Länge kosten 100 Nishkas; was kosten 
dann 14 Balken von 8 und 12 Zoll Dicke und Breite 
und 10 Fuss Länge? Wenn es 8 Drachmen kostet die ersten 
Balken eine Meile fortzuschaffen, wie yiel kostet es dann die 
letzten Balken 6 Meilen fortzuschaffen? 

Selbst hier würde es in der Praxis nicht immer aus- 
gemacht sein, ob Proportionalität stattfindet zwischen 
Preis und Grösse des Balkens odei' der Menge von dem, 
was fortgeschafft werden soll. Man kann also dui-chgehends 
sagen, dass die Beispiele aus Interesse und zur Einübung 
der Berechnung gemacht seien. 

Diese wenigen Beispiele zeigen, wie verschieden die 
Gebiete sind, denen die Aufgaben entnommen werden; 
bei anderen werden bald eine Anzahl von Blumen, bald 
ein Zinstuse, bald eine geometrische Grösse gesucht. 
Gerade die reichen Einkleidungen verraten die Freude, 
die man am Aufstellen und Lösen von Aufgaben hatte. 
In Übereinstimmur^ hiermit seh lies et ein Schriftsteller 
des 7ten Jahrhunderts seine Arbeit mit folgenden Worten : 
«Wie die Sonne durch ihren Glana die Sterne übertriSt, 
so wird der Einsichtsvolle den Ruhm anderer verdunkeln, 
wenn er in der Volksversammlung algebraische Aufgaben 
vorlegt, und noch mehr wenn er sie löst.» 



4. Algebra und Zahlentheorie; Geometrie, 

Wir wenden uns nun zu der Algebra, die bei 
Bhäskara namentlich in seiner Vijaganita oder 
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Wurzel beiechnmig behandelt wird, -von der man sagen 
kann, daes sie ein mit Beweise» verbundenes Eeelinen 
sei. Diese Beweise werden jedoch keineswegs mit grie- 
chischer Strenge geführt und bestehen im wesentlichen 
darin, dass die AuEgaben hier auf eine Gleichung ge- 
bracht sind, deren Lösung auch in der That eine Be- 
gründung für die Richtigkeit der Rechmingen giebt, die 
zur Auflösung führen. Dadurch erfährt man teilweise, 
wie die in Lilävati gegebenen Rechenregeln gefunden 
sein können. 

Die indische Algebra stimmt mit derjenigen Dio- 
phants darin tiberein, dass sie sich von der geometrischen 
Darstellung frei gemacht hat und die Zahlen nur als 
solche behandelt. Für Diophant als Griechen ergab 
sich indessen hieraus die Forderung, dass die Grössen, 
die aus der Rechnung hervorgingen, Zahlen, d. h. rationale 
Zahlen sein sollten. Wenn auch die Inder wegen ihrer 
weniger feinfühligen Logik kein Bedenken trugen ohne 
weiteres die Rechenregeln von rationalen auf irrationale 
Zahlen zu übertragen, so gab dennoch eben dieser Umstand 
ihren Operationen einen weit grösseren Umfang. Statt 
der in geometrischer Form gehaltenen Umformungen 
irrationaler Grössen bei Euklid treffen wir daher bei 
den Indem das Rechnen mit iiTationalen Zahlen. Sie 
kannten Regeln um Brüchen rationale Nenner zu geben 
und — was Euklid in geometrischer Form ausführt — 
um doppelte Irrationalität aufzuheben. Sie wussten 



V16 + V12Ö + V72 + \/eO + V'48 + \/4Ö + V'24 

ein Beispiel, das jedoch wahrscheinlich durch die um- 
gekehrte Rechnung gebildet worden ist. 
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Auch in anderer Beziehung überschritten die Inder 
die Grenzen, die ein vorsichtiger Grieche sich setzen 
mueste. Da die Griechen durchaus nicht den Begriff 
«negative Grössen» aufgestellt hatten, so mussten sie da- 
für sorgen, dass die Grössen, die gleich gesetzt wurden, 
sicher positiv waren, und wenn eine gestellte Aufgabe 
von selbst zu einem negativen Resultat führte, so mueste 
auch der Grieche, der die Bedeutung hiervon erkannte, 
sofort diese Erkenntnis benutzen um die Form der Auf- 
gabe so zu verändern, dass nach der entsprechenden 
positiven Grösse gefragt wurde. Die rechnenden Inder 
nahmen die Rechnungen und ihre Resultate mehi- so, 
wie sie sich von selbst darboten. Sie kümmerten eich 
nicht darum, in wie weit eine Grösse auf der einen 
Seite des Gleichheitezeichen wirklich positiv oder negativ 
war, und wenn eben die gesuchte Grösse negativ wurde, 
so haben sie allerdings oft eine solche Wurzel verworfen, 
oft aber auch verstanden sich dadurch mit ihr abzufinden, 
dass sie sie als Schuld bezeichneten. Sie haben auch, 
wenn auch zunächst nur zur Benutzung bei Behandlung 
der einzelnen Glieder in Rechnungen mit mehrgliedrigen 
Grössen, Regeln aufgestellt für dass Rechnen mit Grössen, 
die mit Vorzeichen versehen sind. In Verbindung hier- 
mit erkannte man, das eine Quadratwurzel mit doppeltem 
Vorzeichen gerechnet werden muss, und deshalb legte 
man einer Gleichung zweiten Grades zwei Wurzeln bei. 
Wurde die eine von diesen negativ, so wurde sie jedoch 
in der Regel verworfen. 

Ein anderer Beweis ffir eine glückliche Deutung ist 

eine vorkommende richtige Erklärung von p-. Indessen 

trifft man auch auf ganz unrichtige Anwendungen von 
derartig gebildeten Grössen. 
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Wae die analytischen Hülismittel der Inder betrifft, 
so benutzten sie wie Diophant Zeichen, die in Wirk- 
lichkeit Abkürzungen von Wörtern waren, um gesuchte 
Grössen und ihre Potenzen darzustellen; sie gingen aber 
weiter als jener, da sie gleichzeitig mehrere verschiedene 
Unbekannte bezeichnen konnten. Das thaten sie, indem 
sie jeder von diesen eine verschiedene Farbe beilegten, 
deren Namen sie dann auch abkürzten. Diese Erweiterung 
der Zeichensprache gab auch Veranlassung zur Erweite- 
rung der Rechnungen mit den Grössen, die durch diese 
Zeichenspi'ache dargestellt wurden. 

Diese verbesserten Hülfsmittel erwiesen sich den 
Indem nützlich bei ihrer Behandlung von bestimmten 
Gleichungen mit einer oder mehreren Unbekannten ; aber 
auf diesem Gebiete treffen wir dennoch nichts anderes 
als das; was auch die Griechen — denen sie gewiss die 
Lösung der Gleichungen zweiten Grades verdankten — 
behandeln konnten. Etwas Neues treffen wir dagegen 
auf dem Gebiete der unbestimmten Gleichungen. 
Dieses Neue besteht namentlich darin, dass die Inder 
sich hier nicht wie Diophant mit rationalen Lösungen 
begni^ten, sondern Lösungen in ganzen Zahlen ver- 
langten. 

Dadurch erhalten sie bereits Gelegenheit sich mit 
unbestimmten Gleichungen ersten Grades zu be- 
schäftigen. Um eine solche Gleichung durch ganze 
Zahlen zu lösen, benutzten die Inder ungefähr dieselben 
Rechnungen, die entstehen, wenn man jetzt die Aufgabe 
durch Kettenbrüche löst. Da die Regeln ohne Beweis 
gegeben werden, so wissen wir nicht, wie sie gefunden 
siüd, und wollen deshalb nur bemerken, dass man leicht 
zu ihnen gelangen kann, ohne solche Begriffe, wie Ketten- 
brüche und ihre Näherungswerte aufzustellen. Zunächst 
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ist es einleuchtend, dass man durch Multiplikation i 
c die Lösungen der Gleichung 



aus den Lösungen der Gleichung 

ableiten kann. Ist in dieser letzten Gleichung a > ö, 
und erhält man bei der Division von a durch h den 
Quotienten q und den Rest r, so wird 
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nur Veranlassung zu homogeuen Gleichungen. Wenn z. 
B. nach der Zeit gefragt wird, die sowohl eine ganze 
Anzahl von Tagen, x, als auch eine ganze Anzahl von 
Jahren, t, enthält, wenn 30 Jahre = 10960 Tage, so wird 

I0%0(=30. Ode, -ifiö^s^. 

Fragt man dagegen, wann das in Rede stehende 
Zuearamentreffen wirklich eintritt, bo erhält man voll- 
) unbestimmte Gleichungen ersten Grades. Fehlen 

leweise — Tage, bis der Tag zu Ende ist, und — 

Jahre, bis das Jahr zu Ende ist, und soll der Augenblick, 
wo Tages- und Jahreswechsel zusammenfallen, nach 

Ix-] 1 Tagen ^1 i-\-'^) Jahren eintreffen, so mnss 



I haben 

109ÖO 



»0+f)=^»G+») 



Bhäskara \eiemfacht jedoch die Frage durch die 
Annahme, die sich immer mit eiiiei gewissen Annähe- 
rung erreichen lagst, das& m den Brachen die Nenner 
§ = 10960 und n = 30 «md 

Die Gleichung x t/ -[- a x ■•{' b y '^-^ c wird leicht da- 
durch gelöst, daas man sie in 

{x+b)Q,-\-a)=--ci-ab 

umformt, worauf es nur darauf ankommt, c-\- ab in 
ein Produkt von ganzen Faktoren zu zerlegen. 

Grössere Schwierigkeiten haben die Inder überwunden 
bei der Behandlung von unbestimmten Gleichungen, die 
mit Bezug auf jede der Unbekannte vom zweiten Grade 
sind. Von diesen suchen sie nicht nur wie Diophant, 



y Google 



284 Die indische Mathematik: 

durch den sie gleichwohl in diese Fragen eingeführt 
sein können, rationale, sondern ganze Auflösungen. 
Namentlich beschäftigten sie sieh mit Gleichungen von 
der Form 

y^ = am^+b, (1) 

auf die sich auch andere unbestimmte Gleichungen zweiten 
Grades reducieren lassen. Um eine Vorstellung von der 
Art und Weise ihrei' Behandlung zu geben, will ich hier 
ihre Lösung der besonders wichtigen Gleichung 

^^=«^^ + 1 (2) 

mitteilen. 

Wir beginnen mit einem Verfahren, das von dem- 
jenigen Diophants verschieden ist, und sich zur Bildung 
einer unbegrenzten Anzahl rationaler Lösungen benutzen 
lässt. Man bildet zuerst die Gleichungen 

:::::::=::; 1 - 

aus denen sieh b^ und b^ bestimmen lassen, wenn man 
*!' ^i- ^2 ^'■^^ y-i behebig wählt. Reduciert man die 
Gleichungen auf b^ und b^ und multipliciert sie mit 
einander, so erhält man 

{ax-,^x^ +1/1^/3)^ — «Kj/2 4-'Kai/i)'^^^iÖ2 

also eine dritte Gleichung 

worin ^3= ^i ^2. ^s^^^'^i J/a + ''^2 J/i- 1 (4) 

Lässt man die beiden Gleichungen (3) identisch 
sein, so ergiebt sich 
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l^) 



und damit hat man eine rationale Lösung der Gleieliung 
(2). Sucht man nun dadurch weiter zu kommen, dass 
man für ic^ und y^ willkürlich gewählte Werte einsetzt, 
so kann man oft eri'eichen, daae die gefundenen Werte 
von X und (/ ganze Zahlen werden. Im hesonderen sind 
die Fälle zu heachten, in denen man bereits erreicht hat, 
dass & = + ! oder +2. 

Ist & ^ 1, ao kann man auf diesem Wege aus einer 
Lösung von (2) eine neue ableiten, und darauf so 
viele wie man will. 

Ist 5~— 1 oder +2, ao wird (5) auch eine Lösung 
von (2) in ganzen Zahlen geben; denn für ö = + 2 ist 
y^^^aa;^* + 2, also wird ase^^ -\- y j^^ ^ 2 a x-^^ j^2 
gerade. Zugleich ergiebt sieh aus (4), dasa die Kenntnis 
einer Lösung von (2) gestattet, aus einer Lösung von 
(1) unendlich viele Lösungen abzuleiten. 

Gelingt es nun nicht für einen gegebenen Wert von 
a durch Versuche irgend eine Gleichting von der Form 
(1) zu bilden, wo & = +! oder +2, so benutzt man die 
sogenannte cyklische Methode um den Wert von b 
zu reducieren. 

Es sei 

eine Gleichung, in der ö, bereits ao klein ist, wie man 
es durch Versuche erreichen kann, die darin bestehen 

können, dass man — einen Näherungswert von ya sein 

lässt. x-^ und b-^ enthalten dann keinen gemeinsamen 
Faktor, denn ein solcher würde quadratischer Faktor auf 
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beiden Seiten des Gleichheitszeichen sein, und durch Ver- 
kürzung würde naan eine einfachere Gleichung dei-aelben 
Art erhallten. Man setzt nun 



"woraus sich x^ und z als ganze Zahlen bestimmen lassen. 
Man wählt diejenigen, die s^ — a so klein wie möglich 

machen. Setzt man dann — ^^a, so ist einmal b^ 

eine ganze Zahl, und zweitens ax^^^b^ eine neue 
Quadratzahl y^^. Diese Dinge lassen sich leicht be- 
weisen, abfr die indischen Schi-iftsteller beweisen weder 
dieses, noch dass man wirklich auf diese Weise zu 
b^l gelangen kann. Das letztere, zu dessen theoretischer 
Beginn düng die Inder sicher die erforderliche mathe- 
matische Einsicht nicht besassen, hat eret Lagra.nge, 
der selbst dieselbe Lösung wiedergefunden hat, bewiesen. 
Indessen hat die gi^osse Zahlenfertigkeit der Inder sich 
dadurch zu erkennen gegeben, dass ihre numerischen 
Versuche sie zu einer vollkommen richt^en Methode ge- 
fühlt und dahin gebracht haben, durch Anwendungen 
Vertrauen zu ihrer allgemeinen Brauchbarkeit zu gewinnen. 
Neben solchen zahlentheoretischen Methoden wie die 
im Vorhergehenden geschilderte besassen die Inder ver- 
schiedene zahlen theoretische Sätze, unt«r diesen z. B. den 
folgenden: Die Grössen 

sind beide Quadrate. Wir w'ollen hier gleichfall.'^ anführen, 
das die Inder die Formeln für die Anzahl der Permuta- 
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tionen und KombinationeHj imd, wie die Grieelien, für 
die Summen der Quadrate und Kuben der ersten Zahleii 
der Zahlenreihe kannten und anwendeten. 

Bei der Geometrie der Inder länger zu verweilen 
bietet sich iieine Veranlassung. Die meisten von den 
Sätzen, die sie kannten, verdanken sie gewies den Grie- 
chen, aber die auf diesen aufgebaute Berechnung tiieben 
sie oft weiter, als diese gethan haben. Ein Satz bei 
Brahmagupta hat ein gewisses Aufsehen en'egt, nämlich 
eine Erweiterung von Heros Dreiecksformel auf Vierecke. 
So wie der Satz dasteht, sieht er aus, als ob der Inhalt 
eines beliebigen Vierecks durch V(s — a){s—b){s — c){s — d) 
dargestellt werden solle, worin a, b, c und d die Seiten, 
und s ihre halbe Summe bedeutet. Bereits Bhäskara «ahm 
die Sache so, vind hält sich dann mit Recht über den 
Fehler auf, der in der Annahme liegt, dass ein Viereck 
durch seine Seiten bestimmt sein sollte. In Wirklichkeit 
beschäftigt Brahmagupta sich jedoch nur mit zwei 
bestimmten Klassen von einbeschriebenen Vierecken, für 
welche der Satz ja richtig ist, aber es ist möglich, dass 
er sieh von dieser Begrenzung, die bei der Angabe der 
Resultate nicht ausgesprochen wird, keine Rechenschaft 
abgelegt hat. Die Klassen von Vierecken, die er behandelt 
sind teils gleichschenkelige Trapeze, teils einbeschriebene 
Vierecke mit senkrecht auf einander stehenden Diagonalen. 
Eine Veranlassung, die indessen nicht bei Bramagupta 
hervortritt, können die Inder gehabt haben sich mit den 
letztgenannten Vierecken zu beschäftigen, nimlich ihie 
Trigonometrie, in der sie nicht wie Ptolemaus Sehnen 
tafeln sondern Sinustafeln benutzten. Ist mmlich dei 
Durchmesser des Ki-eises gleich 1, und betragen zwei zu 
sammenstoBsende Bogen '2x und 2(/, so sieht man, dass 
die Seiten des Vierecks sin a;, siny, cosx und cos^ sind, 
und dass die Diagonalen sich beziehungsweise in die 
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Abschnitte sin x cos y und sinjjcosx, und in die Ab- 
schnitte sinxsiny und cosxcosy teilen. Die Figur ist 
also wahrecheinlieh diejenige gewesen, die man zur Be- 
stimmung von sin (x -f- y) benutzt hat. 

Die Sinustafeln, die sich in Sürya Siddhänta 
finden, gehen jedoch nui- hinunter zu Intervallen von 
31", während die Sehnentafeln des Ptolemäus Sinus- 
tafeln mit einem Intervall von J" entsprechen. Sind 
diese Tafeln — ■ wie so vieles andere vom Inhalte dieses 
Buches — griechischen Ursprunges, so müssen sie aus 
Werken heiTÜhren, die älter sind als diejenigen des 
Ptolemäus; dann stammen sie vielleicht von den Astro- 
nomen in Alexandria, die im Gegensatz zu Hipparch 
und seiner Schule Sinustafeln gebraucht haben können. 

Ebendaher kann vielleicht der Näherungswert - ~ - ^ a -^ für 

ji, der sich bei Aryabhatta findet, gekommen sein, 
da wir wissen, dass ApoUonius n genauer bestimmte 
als Archimedee. Dagegen deutet die wiUküi-liche An- 
näherung ji^r^lO, die sich bei Brahmagupta findet, 
nicht auf griechischen Ursprung, und ebensowenig finden 
wir griechische Vorbilder für eine Näherungsfoi-mel zur 
Berechnung der Sehne k eines gegebenen Bogens, die 
bei Bhäskara vorkommt, nämlich 

worin d den Durehmesser, p die Peripherie und b die 
Länge des Bogens bedeutet. 
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1, Allgemeine Einleitung, 

Im Altertum hatten die Griechen, wie wir gesehen 
haben, eine Geometrie aufgebaut, welche die Kaumver- 
liältnisse mit einer aolchen Vollatäiidigkeit und mit sol- 
cher Sicherheit in allen Schlüssen behandelte, dass sie 
vollauf ihren Platz als Wissenschaft selbst gegenüber den 
strengsten Anforderungen der neuesten Zeit behaupten 
kann. Da die geometrischen Formen zugleich ein Mittel 
waren zur Darstellung allgemeiner kontinuierlicher (iröasen, 
60 enthält diese Geometrie auch einen grossen Teil von 
dem, was wir jetzt reine Mathematik nennen. Unter dieser 
Form war die Algebra fortgeführt bis zur Lösung von 
Gleichungen zweiten Grades und ihren weitergehenden 
Anwendungen, und bis zu einer Behandlung von Glei- 
chungen dritten Grades, die allerdings nicht die Zurück- 
führung auf WurzelgrÖssen enthielt, die wir jetzt die Lö- 
sung dieser Gleichungen nennen, die aber durch Anwen- 
dung der Lehre von den Kegelschnitten Mittel liefei-te 
zur Diskussion und zu einer theoretischen Untersuchung 
der Aufgaben, die von diesen Gleichungen abhängen. Die- 
selbe Methode iiess sich auch auf Probleme anwenden, 
die von Gleichungen vierten Grades abhängen würden, 
ohne dass jedoch von irgend welcher direkten Darstellung 
19 
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solcher Gleichungen die Rede wäre. Neben diesen Auf- 
gaben, die unter die endliche Analyeis gehören, hatten 
die Griechen auch die Behandlung solcher Aufgaben be- 
gonnen, die jetzt der Integralrechnung angehören, und 
wenn auch diese Behandlung nicht dahin gelangte viele 
einzelne Fragen zu umfassen, so wurde sie doch in For- 
men vorgenommen, deren grosser wissenschaftlicher Wert 
in der neueren Zeit um eo mehr Anerkennung gewinnt, 
je höher die wissenschaftlichen Anforderungen steigen. 
Endlich haben wir gesehen, dass die zu Anfang versäumte 
numerische Anwendung der Matbematili sich allmählich 
unter den steigenden Ansprüchen der Astronomie ent- 
wickelte, und beiDiophant haben wir Proben von einer 
eingehenden Untersuchung über die numerischen Bedin- 
gungen für Rationalität kennen gelernt. 

Auf der anderen Seite haben wir gesehen, dass die 
alte Fertigkeit der Inder in der Behandlung von Zahlen 
sich zu einer wirklichen Rechenkunst entwickelt hatte, 
die dasselbe Hülfsmittel, das wir jetzt gebrauchen, das 
Positionssystem, benutzte. Durch Berührung mit dergrie- 
chischen Mathematik hatte diese Rechenfertigkeit auch 
bei den Indern eigentliche mathematiache Fortschiitle 
herbeigeführt. Der bedeutendste \un diesen wai eine 
zweckmässige Behandlung von Piagen, die ganze Zahlen 
betrafen. Einige von diesen Fortschntten gehoien ledoch 
vielleicht erst einer Zeit an, wo neue matheniatische ■Vi 
beiten bei den Arabern begonnen waren 

Um die Verdienste der Volkei, zu dtnen die Ent- 
wickelung der Mathematik von den Giiechen und Indern 
überging, nach Gebühr wüidigen zu können, hat man 
jedoch zu beachten, wie weit die voiliegende Form dei 
Mathematik davon entfernt wai, den neuen Volkern be- 
quem zugänglich zu sein. Bei den epateien Gnei-hen 
selbst hatten die aufbewahrten \^ eike dlleidma'- ein \ei 
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ständiiis der Einzelheiten aufrecht erhalten oder doch 
dann und wann wiedererwecken liönnen, aher sie hatten 
nicht zu einem Überbück geführt, ohne den weitei^hende 
Arbeiten unmöglich werden. "Über die Methoden der Ar- 
beit, die ihrerzeit zu so grossen B«sultaten geführt hatten, 
geben diese Werke keine Auskunft, und jede fruchtbare 
Tradition darüber war längst verloren gegangen. Man 
mnsste deshalb selbst diese oder andere Methoden der 
Arbeit wiedei'finden, bevor von einer vollständigen Aneig- 
nung des Inhaltes die Rede sein konnte; ja von manchem 
Resultate hat man — und das auch nicht einmal immer — 
erst erkennen können, dass die Griechen es besessen haben, 
nachdem man es selbst in einer anderen Form wieder- 
gefunden hatte. Während dieser ganzen Wiederaufführung 
der Mathematik hat jedoch das, was von den Griechen 
vorl^ oder was man allmählich bei ihnen veretehen 
lernte, selbstverständlich in ausgezeichneter Weise zur 
Führung und Anleitung gedient. 

Die indische Rechenkunst mochte, wo die Gelegen- 
heit dazu sich darbot, durch ihre praktische Anwendbar- 
keit etwas grössere Aussicht haben durchzudringen. In- 
dessen hat man zu beachten, dass es auch bei dieser 
nicht genügt ihre Principien kennen zu lernen, um sie 
richtig würdigen zu können. Wir können sie nicht an- 
wenden ohne in unserer Kindheit eine gewisse Arbeit 
daran gegeben zu haben, um die einfachsten Tabellen 
auswendig zu lernen und in ihrer Benutzung geübt zu 
werden, Ihj-e Vorteile fielen deshalb nicht sogleich in 
die Augen, vielleicht am wenigsten bei denen, die bereits 
Arbeit darauf verwendet hatten andere Methoden des 
Rechnens einzuüben. 

Die unrnittelbarsten Erben der am Schlüsse des Alter- 
tums vorliegenden griechischen Mathematik, der einzelnen 
überlieferten Hauptwerke und des beständig abnehmenden 
19' 
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Veretändnisses von diesen, waren das oatrömiache Reich 
und die griechisch-katholische Kultui', die in Konstanti- 
nopel dieselbe Hauptstadt hatte wie dieses Reich. Ob- 
gleich hierzu später solche Einwirkungen kamen, die sich 
von Indien herschreiben, so treffen wir in Konstantinopel 
dennoch im wesentlichen nur eine Fortsetzung des begon- 
nenen Hinsiechens. Das empfangene Pfund, nämlich die 
noch existierenden Werke der grossen griechischen Gieo- 
meter, wurden vergraben, ohne irgend welchen Zins zu 
geben, aber sie Hessen sich dann wieder am Schlüsse des 
Mittelalters ausgraben und konnten dann aufs neue der 
europäischen Kultur zu Gute kommen. Das geschah je- 
doch erst, nachdem ein Teil der Werke und neues von 
Verständnis begleitetes Interesse für sie auf anderem Wege 
nach Westeuropa gekommen war, nämlich durch die 
Araber, 

Ein solches Pfund wurde nicht den Völkerschaften 
anvertraut, die durch die Völkerwanderung das Über- 
gewicht in der westeuropäischen Entwickelung erhielten. 
Diese nahmen das Christentum an und erhielten Anteil 
an der römischen Kultur, aber zu dieser gehörte die 
Mathematik nicht. Nachdem die Romantiker ihrerzeit 
das westeuropäische Mittelalter mit einem in vieler Bezie- 
hung gewiss unverdienten Strahlenglanz umgebe» haben, 
ist man in unserer Zeit am meisten geneigt in die ent- 
gegengesetzte Äusserhchkeit zu verfallen und nur von 
dem finsteren Mittelalter zu sprechen. Auch dieses Urteil 
dürfte viel unbilliges entliallen, wenn man auf den Kul- 
turstandpunkt Rücksicht nimmt, auf dem die meisten der 
beti'effenden Völkerschaften am Beginn und am Schlüsse 
des Mittelalters standen. Was sie wirklich im Christen- 
tum und in römischen Gesetzen und Institutionen emp- 
fangen hatten, das wurde namentlich in den Klöstern 
von fleissigen Männern mit geistigen Interessen verarbeitet 
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und gereicht« den Völkern durch seinen eigenen Wert 
und seinen kulturf ordernden Einfluas zum Segen. Mathe- 
matik dagegen konnte man im wesentlichen nur kennen 
lernen durch die dürftigen Auszüge aus den praktischen 
Regeln Heros und der Ägypter, die man den römischen 
Landmessern vei'dankte, oder, wenn es hoch kam, durch 
die Bruchstücke von Euklid oder Nikomachue, welche 
die mehr theoretischen, aber ebensowenig wissenschaft- 
lichen Nachfolger der Landmesser in Foi-men überlieferten, 
die Veranlassung gaben zu solchen Miss Verständnissen wie 
dasjenige, dass figurierte Zahlen Ausdrücke für Flächen- 
inhalt sein sollten. Das Nützlichste und Zugänghchste 
des von den Römern, und durch diese von den Griechen 
erhaltenen mathematischen Erbteils, war die Rechentafel, 
abacus, die — ungewiss wann — dahin verbessert worden 
war, daes die Marken oder Steine, die auf die verschiede- 
nen Kolumnen der Tafel gelegt wurden, nun nicht mehr 
gleich waren und durch ihre Anzahl die Anzahl der deei- 
malen Einheiten bezeichneten, zu denen die Kolumnen 
gehörten, sondern 9 verschiedene Zeichen enthielten, die 
den Zahlen von 1 bis 9 entsprachen. Alles in allem 
stand dieses ganze Erbteil jedoch sicher hinter dem zu- 
rück, welches die Ägypter ihrerzeit den Griechen hinter- 
lassen hatten. 

Dtss dennoch sowohl in den Klostem wie in den 
sudeuiopaiEchen namentlich den itahenisi hen Handels 
htadten Empfinghchkeit für Mathematik \orhanden wai 
zeigte sich als &ie in besserei Gestalt nach Europa kam 
Das geschah duich die Arabei die sich teils ein iichtige*' 
Veistandnis dei gnechi^ichen Mithemitik eiwoiben und 
ihr eine neue Entwickelung gegeben hatten in der sie 
leiihtei zuganghch wai als in den ubeilieferten alten 
gneLhi'fchen Schuften teils in leichem RliasiP indieche 
Rechenkunst mit ihi vtilunden haften Fs k sttte ülei 
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dings einige Zeit bevor die Europäer, nachdem sie durch 
die Kreuzzüge und in Spanien und auf Sieilien mit den 
Arabern zusammengetroffen waren, sich die Mathematik 
der Araber, und durch diese einen Teil der griechiechen 
und indischen Mathematik und Rechenkunst angeeignet 
hatte. Während dieser Aneignung wurde jedoch der 
Durchbruch für eine neue und rascbe Entwickelung der 
Mathematik vorbereitet, der im 16ten Jahrhundei-t mit 
den grossen Fortschritten zusammenfiel, die nach anderen 
Richtungen hin den Beginn der neueren Zeit bezeichnen. 

Aus dem hier Gesagten geht hervor, dass der früheste 
und bedeutendste Teil der mathematischen Entwickelung 
im Mittelalter bei den Arabern vor sich ging. Was die 
äusseren Bedingungen für diese Entwickelung betrifft, so 
möchte ich zuerst auf die ungeheure Geschwindigkeit auf- 
merksam machen, mit der die Eroberungen der Araber 
und demnächst der Muhamedanismus sich über weit- 
gestreckte Länder verbreiteten. Die ursprünglichen Be- 
wohner von diesen wurden durch die Annahme dieser 
Religion bald den Arabern gleich gerechnet, und die vielen 
Länder wurden dadurch in Verbindung mit einander ge- 
bracht. Zu diesen Ländern gehörte Ägypten, die alte 
Wiege der Geometrie, mit Älexandrien, wo die Geometrie 
später zu ihrer höchsten Blüte gelangte und am längsten 
fortfuhi' wirkliche Iiebenszeichen von sich au geben. Zu 
diesen gehörten auch andere Länder, die von Griechen 
bewohnt oder von griechischer Kultur beeinflusst waren. 
Die Araber überschwemmten auch die Gegenden, die vor 
Zeiten der Sitz der babylonischen und chaldäischen Astro- 
noraen gewesen waren. Fem er drangen sie bis nach 
Indien vor und kamen dadurch in genauere Berührung 
mit der indischen Rechenkunst, als die Griechen es ge- 
wesen waren. 

Dass sich auf diese Weise günstige Gelegenheiten 
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darboten um sieh die ganze damals existierende Mathe- 
matik anzueignen, genügt« jedoch noch nicht. Wu- haben 
ja gesehen, dass die griechifiche Wissenschaft lange ein 
toter Schatz für die Griechen selbst gewesen war, und 
dass die Römer, die dieselbe Gelegenheit gehabt hatten 
wie jetzt die Araber um der griechischen Mathematik teil- 
haftig zu werden, und zwar zu einer Zeit, wo diese nui- 
noch wenig von ihrer ursprünglichen Frische verloren 
hatte, nicht verstanden hatten diese Gelegenheit zu be- 
nutzen. Vielleicht war die eigentümliche römische Kultur 
trotz ihrer Begrenzung zu bedeutend, als dass die ßömer 
mit Bezug auf die schwierigeren Teilen der griechischen 
Wissenschaft, namentlich auf die Mathematik, so taug- 
liche Schüler werden konnten, wie es einerseits die Völker 
der Völkei'wandei'ung mit Bezug auf die Kultur wurden, 
die sie durch die Römer empfangen konnten, und wie 
sich andererseits nun ein in der Kultur so neues Volk 
wie die Araber gegenüber den Resten der griechischen 
Kultur zeigte. 

Nicht alle arabischen Herrscher zeigten sich gegen 
die Wissenschaft so feindlich wie 'Omar, der zweite 
Na:^hfolger des Propheten, es war, selbst wenn auch die 
wesentlichste Zerstörung der Bibliothek in AJexandria vor 
seiner und der Araber Zeit stattgefunden hat. Im Gegen- 
teil entstanden zu verschiedenen Zeiten und an verschie- 
denen Orten Reihen von Fürsten, die eine Ehre darin 
setzten die Wissenschaft zu fördern, und eben dadurch 
glaubten ihr eigenes Ansehen zu vermehren. Von diesen 
soll hier nur die Reihe von Kalifen, die Abbasiden, 
nämheh Almansur, Härün Arraschid und Almamün 
(754— 8S3) genannt werden, die nach "Omars Geschlecht 
folgten und 76!i Bagdad gründeten und zu ihrem Sitz 
erhoben. Unter diesen wurden namentlich die Elemente 
des Euklid und der «Ahnagest» des Ptolemäus ins 
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Arabische übersetzt. Später kamen hierzu Üoersetzungen 
von Diophant, Hero, Archimedee und ApoUonius. 
Ausser diesen Hauptwerken haben die Araber ein nun- 
mehr verloren gegangenes Werk von Hipparch über 
quadratische Gleiehunp:en gekannt. Gleichfalls lagen früh- 
zeitig Übersetzungen von indischen Schriftateilern vor, 
und die indische Rechenkunst fand teils durch die indische 
Astronomie, teils wohl durch die Handel averbin düngen 
Eingang bei den Arabern. Die eigentlichen mathemati- 
schen Fortschritte, die man den Indern verdankt, scheinen 
dagegen keinen Einfluss auf die Araber geübt zu liaben, 
die mit Recht zu den Griechen als ihren besten Lehr- 
meistern in wissenschaftlicher Behandlung hinauf sahen 
und die weniger vollständig begründeten Theorien, die 
sich von den Indem entnehmen liessen, übersehen hatten. 
Daas die Übersetzerarbeit eich alhnählich hie zu den 
schwierigsten griechischen Werken entstreckte, ist ein 
Zeugnis dafür, daas nach und nach die Entwickelung er- 
reicht war, die erforderlich ist um diese zu würdigen und 
zu verstehen. Aus dem, was wir hierüber schon früher 
gesagt haben, geht hervor, dass dies nicht ohne eine be- 
deutende selbständige Arbeit bei den Arabern erreicht 
werden konnte. Für den Umfang dieser Arbeit, und für 
den Ernst, mit dem die einzelnen Mathematiker sich zur 
Teilnahme daran vorbereiteten, haben wir ein Zeugnis, 
wenn berichtet wird, dass Diophants Übersetzer Abül 
Wafä, dessen eigene Verdienst« wir später erwähnen 
werden, in seiner Jugend Unterricht in spekulativer und 
praktischer Arithmetik (d. h. Algebra und Arithmetik) bei 
zwei Lehrern, und in Geometi-ie bei zwei anderen Lehrern 
empfing. 
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2. Die Arithmetik und Äigebra der Araber. 

fö war mein Wunsch — unter anderem durch Ver- 
gleichung mit den Römern — den Wert und Umfang 
der mathematischen Ai'beiten der Araber hervorzuheben, 
damit man nicht herabsetzende Schlüsse aus den verhältr 
niemässig wenigen positiven Resultaten ziehe, die sie über 
das hinaus, was die Griechen bereits wussten, erreicht 
haben. Dieser letzte Umstand ist indessen ein Grund 
dafür, dass wir uns hier nicht so viel mit den Arabern 
beschäftigen können, wie der Umfang ihrer Arbeiten sonst 
bean Sprue lien zw J^önnen scheint. Freilich werden wir 
dazu kommen die bedeutendsten mathematischen Schrift- 
steller anzuführen, aber mehr als Beispiele für die Rich- 
tungen, nach denen hin die Araber im ganzen arbeiteten, 
als als Glieder in einer zusammenhängenden Dai'stellung 
der arabischen Mathematik und ihrer Entwickehing. 

Die Zeit liegt indessen noch nicht so weit hinter 
uns, wo man, aus Mangel an richtiger Auffassung von 
den überlieferten griechischen Schriftstellern und wegen 
ungenügender Bekanntschaft mit der indischen Mathema- 
tik, den Arabern die Ehre für die von den Griechen be- 
gründete Algebra sowohl wie für die Rechenkunst der 
Indei zuerteilte Diese Vni'ftellung hat nogar einen blei 
benden Ausdruck in dem Nin en Alt,el ra eihilten und 
in emer indeien rnnthematischf-n Benennung Algonth 
mus die lange Zeit von der an dif Positionss\ stem an 
geschlossenen Zahlenieohnung gebtiucht wuide aber jetzt 
dahin erweiteit M das*« sie von jedem S^^teni von Be 
Zeichnungen und Annahmen gebiaurht wird das ein me 
rhamsche'' ■iuiiechnen nach bestimmten Regeln gestattet 
Beide diese Benennungen luhien von einem einzelnen 
Mmn iil ^ n einem '^einei Weike hei und n it ihiei 
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Benutzung ist die Vorstellung verbunden gewesen, dass 
wir ihm erst die Algebra und die jetzt gebräuchliche 
Zahlenrechnung zu verdanken haben. 

Dieser Mann war Muhammed ibn Müsä Alchwa- 
rizmi, und er gehörte zu dem Ki-eise von Gelehrten, die 
der Kalif Almamün mit Übersetzungen, mit einer geogra- 
phischen Gradmessung und mit anderen wissenschaftlichen 
Arbeiten beschäftigte. Das Wort Algorithmus ist ge- 
bildet durch Übertragung seines Zunamens auf ein Werk 
von ihm Über die Rechenkunst, in dem Regeln für das 
Rechnen mit Zahlen, die nach dem Positionasystem ge- 
schrieben sind, gegeben werden, ist dann weiter auf Werke 
übertragen wbrden, die später die indische Art zu rechnen 
in Eui-opa verbreitet haben, und von da aus endlieh auf 
diese Art zu rechnen selbst. Das angefühi-te Werk kennt 
man durch eine lateinische Übersetzung, die mit den 
Worten iDixä Algorithmi» beginnt, und worin Erklä- 
rungen von der Zahlenschreibung und den vier Species - 
in ganzen Zahlen und einfachen Brüchen gegeben werden. 
Verdoppelung und Halbierung werden als besondere Rech- 
nungen aufgestellt. Für die drei ersten Rechnungsarten 
wird die Neunerprobe genannt. Alles wird in Worten 
erklärt und die benutzten Beispiele werden — wenigstens 
in dem überlieferten lateinischen Text — nicht durch 
mit Ziffern geschriebene Zahlen erläutert, sondern die 
Zahlen werden in Worten dargestellt oder mit römischen 
Zahlzeichen. Es fehlt die Erklärung von dem, was man 
bei der Subtraktion zu thun habe, wenn eine Ziffer des 
Subtrahendus grösser ist als die entepi-echende des Minuen- 
due. Nach allem diesem wii-d es begreiflichj dasa die 
indische Rechenkunst durch die Übersetzung dieses Werkes 
nicht sofort in Europa recht zugänglich werden konnte. 
Seine Entstehung bei den Arabern ist jedoch ei» Zeugnis 
dafür, dass die indische Rechenkunst nunmehr bekannt 
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war. Sie konnte sich dann mit Hülfe dieses Buches ver- 
breiten, wenn es gehörig erklärt wurde ; der Verfasser be- 
zeichnet dieae Art zu rechnen auedrückhch als indisch. 

Ebensowenig ist der Verfasser Schuld daran, dass 
man ihm später die Begründung der Algebra hat zuschrei- 
ben wollen. Er berichtet, dasa Almamün ihn aufgefordert 
habe ein kurzes Werk über Aldschebr und Almukäbala 
zu achreiben, das sich auf das Leichteste und Gebräuch- 
lichste in der Arithmetik und ihren praktischen Anwen- 
dungen beschränke. Die beiden Worte, von denen er es 
sogar überflüssig findet eine Erklärung zu geben, müssen 
also etwas bedeuten, das im voraus in weiterem Umfange 
bekannt war. Nach der sprachlichen Bedeutung der Worte 
und dem Zusammenhange, in dem sie gebraucht werden, 
bedeutet das erste die Operation, Glieder, die von der 
einen von zwei gleichen Grössen abgezogen werden sollen, 
zu der anderen hinzuzulegen, so dass die beiden gleichen 
Grössen jede nur positive Glieder enthalten. Das andere 
bedeutet die Operation, Glieder derselben Art, nämlich 
einfache Zahlen, Unbekannte und ihre Quadrate, zusammen- 
zuziehen. Der Name für die erste von diesen Operationen, 
mit der die Behandlung der Gleichungen beginnen sollte, 
ist also auf die gesammte Lehre von den Gleichungen 
übertragen worden. Dieae Lehre — und späterhin nament- 
lich ihre Behandlung durch eine Zeichensprache, ja im 
allgemeinen die Lehre von Operationen mit Grössen mit- 
teis einer Zeichensprache — hat also einen Namen be- 
kommen, der eigentlich einer einzelnen algebraischen Ope- 
ration angehörte, die nicht einmal mehr auf diese Weise 
benutzt wird. Nun legen wir nämlich keinen Wert mehr 
darauf lauter positive Glieder auf jeder Seite des Gleich- 
heitszeichens zu erhalten, so wie die Griechen, Araber 
und ihre nächsten europäischen Nachfolger es thaten. 
Wie alles, was von den griechischen Mathematikern her- 
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rährt, hatte diese Operation indessen einen vernünftigen 
Grand. Man wollte sich nämlich durch diese Anordnung 
versichern, dass die Grössen, die man gleichsetzte, positiv 
waren, welchen (positiven) Wert die Unbekannte auch er- 
halten würde, denn man erkannte nur positive Grössen an. 
Was wir in dem erwähnten Werke finden, ist na- 
mentlich die Behandlung von Gleichungen zweiten Grades 
und die Anwendung von diesen und von Gleichungen 
ersten Grades Alles ^ird in Worten dargestellt, 
indem die Unbekannte wahrend der Behandlung «Wurzel» 
oder «Ding» genannt wird, ihr Quadrat einfach «Quadrat», 
Die Lösung von Gleichungen zweiten Grades wird durch 
geometrische Algebia gezeigt, doch zum Teil durch andere 
Figuren wie bei Euklid. So wird die Gleichung 

durch folgende Figur gelöst. An die vier Seiten des un- 
bekannten Quadrates x'^ werden Rechtecke mit den Höhen 

— angelegt. Wenn die einspringenden Ecken der dadurch 

gebildeten Figur durch Quadrate mit der Seite — aus- 
gefüllt werden, so soll das dadurch entstandene Quadrat 
mit der Seite a? + i^ den bekannten Wert b -\- — haben. 

Diese Form der Lösung, die auch bei anderen arabi- 
schen Schriftetellern vorkommt, und die wenigstens eine 
von Euklid unabhängige Anwendung der geometrischen 
Algebra darstellt, kann vielleicht aus uns unbekannten 
griechischen Arbeiten herrühren, z. B. aus Hipparcha 
bereits erwähnter Schrift über Gleichungen. Dass das 
Werk jedoch keineswegs in allen Stücken eine Bearbei- 
tung eines griechischen Musters darstellt, sieht man aus 
den Anwendungen der Gleichungen anf pi'aktiache Ver- 
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hiUtiiisse des Lebens, z. B. auf das deu Arabern eigen- 
tümliche Erbrecht. Gleichfalls muss angeführt werden, 
dass Muhammed ibn Müsä ebenso wie die Inder der 
Gleichung x^ -\- a^ ^bx zwei Wurzeln beilegt. Ausser 
dem griechischen Werte n^"^ und dem möglicherweise 
griechisoben Werte ji = 3,1416 kennt er den indischen 
Wert ylü. ßin Zeugnis dafür, dass er nicht das Zablen- 
reehnen allein von den Indern gelernt bat. 

Was die Auflösung der Gleichungen zweiten Grades 
betrifft, so sieht man, dass Muhammed ibn Müsä nur 
dasselbe bringt, was sich bei griechischen Schriftstellern 
findet. Dass spätere Geschlechter dieses bei ihm, nicht 
aber immer bei den griechischen Schriftstellern, als sie 
von neuem bekannt wurden, haben finden können, beruht 
darauf, dass er Zahlenbeispiele zu den allgemeinen, in 
geometrischer Form dargestellten Lösungen hinzufügt, wäh- 
i-end Euklid sich damit begnügt diese au geben, Hero 
nur einige numerische Anwendungen giebt, und Diophant 
die Lösung, die er aufstellt, nicht beweist. 

Machen wir nun einen Sprung bis zu der Zeit um 
das Jahr 1000, so treffen wir auf zwei sehr Yerscbiedene 
Behandlungen der Arithmetik und des Rechnens. Aus 
der einen, die von Alnasawl heiTÜhrt, sehen wir, dass 
damals grosse Fortschritte in der Benutzung der indischen 
Rechenmethode gemacht waren und damit im ganzen in 
geregelter Darstellung und Behandlung von Zahlengröasen. 
So giebt es Bezeichnungen für Brüche, die mit unsei-en 
Ziffern — denn die Zahlzeichen sind nicht überall die- 
selben, wo das Positionssystem benutzt wird — aussehen 
würden wie in den folgenden Beispielen: 

15 
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Da sich aus dem hier erwähnten Buche ergiebt, wie 
gut die indische Rechenmethode eingedrungen und ver- 
standen war, so ist es überraschend, zu derselben Zeit 
und an demselben Oi'te ein Rechenbuch von dem bedeu- 
tenden Mathematiker Älkarchi entstehen zu sehen, in 
dem sich gar nichts von der indischen Ausführung der 
Zahlenvechnungen findet. Dagegen werden die Zahlen in 
Worten mitgeteilt, und selbst weitläufige Rechnungen 
werden ohne Benutzung der Ziffern ausgeführt. Das 
scheint auf einen principieUen Widerstand gegen die in- 
dische Rechenmethode hinzudeuten, und man hat die 
rfcht wohl annehmbare Vermutung aufgestellt, dass dieser 
von. den scharfen Gegensätzen zwischen religiösen Sekten 
herrühren könne. Neben solchen Erklärungen darf man 
jedoch nicht unterlassen zu prtifen, ob der Unterschied 
zwischen Alnasawl und Älkarchi nicht auch in dem 
verschiedenen Ziel, das sie sich stecken, hegen kann. 
Der erste hat eben die Regeln für die einfachste praktische 
Ausführung von Zahlenrechnungen gehen wollen; der 
zweit« dagegen hat ein wissenschaftliches Werk über 
Zahlen und die Benutzung von Zahlen schreiben wollen, 
und da hat er mit gutem Grunde seinen Ausgangspunkt 
bei den Griechen und nicht bei den Indern gesucht. 
Wenn er dennoch die Regula de tri der Inder mitnimmt, 
so giebt er ihr eine sichere Grundlage in Euklids Pi-o- 
portionslehre. Wenn er es unterlässt solche mechanische 
Hülfsmittel mitzuteilen, die wirklich dazu dienen können 
die vorliegenden Zahlenrechnungen zu bewältigen, so geht 
er nicht einmal so weit wie Euklid, der nicht nur ganz 
von den mechanischen Hülfsmitteln schweigt, die man 
auch zu seiner Zeit gehabt haben muss, sondern auch 
nicht ein einziges Zahlenhei spiel giebt. Dass Älkarchi 
dennoch Veranlassung fi,ndet eine Anzahl griechischer 
Methoden des Rechnens zu erklären, die weit hinter den 
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indischen zurückstehen, kann von seiner Bewunderung 
für die Griechen herrühren. Diese kann ihm ein theore- 
tisches Interesse für den Zusammenhang dieser Rechen- 
methoden verliehen haben, das man für die indischen 
Rechenmethoden noch nicht besass. 

Wie nun auch der Unterschied zwischen den beiden 
Schriftstellern zu erklären sein mag, immerhin zeigt er, 
ilass die Verschmelzung der giiechisehen und indischen 
Beiträge zu Mathematik und Rechneu Zeit erforderte. 
Beide Bücher zeigen .jedoch zugleich, dass man jetzt beide 
in recht bedeutendem umfange zu seiner Verfügung hatte. 

Dass auch Alkarchi jedenfalls verstand mit Zahlen 
umzugehen, und zwar unter Benutzung anderer mechani- 
scher Hülfsmittel als in seinem Rechenbuehe zu finden 
sind, das geht teils aus den weitläufigen Rechnungen her- 
vor, die sich immer noch in diesem Buche finden, teils aus 
seinem bedeutenderen algebraischen Werke Aifachri, wie 
es wahrscheinlich nach einer Person genannt ist. In 
diesem zeigt er sieh als ein hervorragender Schüler von 
Diophant, der nicht nur in grossem Umfange dessen 
Untersuchungen und Beispiele wiedei^iebt, sondei'u zu- 
gleich selbst bedeutende Foi-tschritte macht. In dieser 
Beziehung lässt sich anführen, dass er Diophants Zeichen- 
sprache erweitert, ja sogar an einzelnen Stellen Zeichen 
für zwei Unbekannte benutzt; dass er vollständigere Re- 
gein für das Rechnen mit Grössen giebt, in denen eine 
Unbekannte vorkommt, und dass er viele andere Beispiele 
behandelt als diejenigen, die sich bei Diophant finden, 
ja dass er sich sogar auf neue Arten von unbestimmten 
Aufgaben einläßst. Als Beispiel hierfür mögen die Glei- 
chungen 

angefülirt werden ; setzt man y = mx, s = nx, so folgt 
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wo m^ und n'^ willkürlich gewählte Quadratzahleu mit 
der Differenz a — b sind. 

Grösseres Gewicht jedoch wollen wir auf die melir 
begriffamässigen Fortschritte legen, die wir antreffen. 
Damit diese verstanden werden können müssen wir be- 
merken, dass Alkarchi sieh nicht nurDiophanta prak- 
tische Behandlungsmethoden angeeignet hatte, sonder, i 
dass er auch, wie er ja bereits in seiner Arithmetik ge- 
zeigt hatte, ein vollkommenes Verständnis von dem hatt«, 
was nach griechischer Denkweise für einen Beweis erfor- 
derlich war. Geometrische Beweise, die ja die einzige 
Form für allgemeingültige Beweise waren, giebt er jedoch 
nur für Lösungen von Gleichungen zweiten Grades, und 
selbst da bewegt er sich mit grösserer Freiheit als die 
Griechen, da er in einem von diesen Beweisen x^ und 
ax durch Strecken darstellt, etwas, was ein griechischer 
Schriftsteller in einem Beweise nur indirekte dadurch 
würde machen können, dass er x^ und ax in Rechtecke 
mit derselben Seite verwandelte- Er begnügt sich indessen 
damit die meisten Regeln durch ein einziges Beispiel zu 
erläutern, das zeigen soll, wie sie aus den Rechnungen 
selbst hervorgehen. Ja er bemerkt sogar ausdrücklich, 
dass mau sich auf das Vei-standnis der Regeln für alge- 
braisches Rechnen vorbereiten müsse durch die allgemeinen 
arithmetischen Regeln, die er in seinem ftühei-em Werke 
gegeben habe. Er verspricht derartige arithmetisch -alge- 
braische Regeln in grösserem Umfange in einem Werke 
zu geben, das wir nicht besitzen. 

An und für sich liegt vielleicht nichts Neues in diesen 
Betrachtungen, denn das wirkliche Rechnen mit rationalen 
Zahlen musste auch für die Griechen in vielen Beziehungen 
das Vorbild für die geometiiaehe Behandlung gewesen 
sein, durch die sie es daliin brachten, dass dieselben 
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Operationen iiTationale Grössen umfassten. Von grosser 
Bedeutung aber ist es, dass diese Betrachtungen ausdrück- 
lich hervorgehoben werden. Dies zeigt sich bei Alkarchi 
in der Freiheit, mit der er irrationale Wurzelgrössen be- 
handelt. Diese werden allerdings nicht durch Zeichen 
dargestellt, sondern in Worten, die den Benennungen von 
Potenzen mit demselben Exponenten entsprechen; aber 
wie bei den Indern wird ausdrücklich gezeigt, wie man 
mit ihnen rechnen kann, nämlich teils wie sie multipli- 
ciei-t und dividiert werden können, welchen Wert die Po- 
tenz auch haben mag, teils wie Quadrat- und Kubikwur- 
zeln addiert und subti-ahiert werden können, wenn die 
Potenzen ähnliche ebene oder räumliehe Zahlen sind. 
Die letzten Sätze werden nicht dadurch bewiesen, dass 
rationale Faktoren mittels der ersten Sätze ausserhalb des 
Wurzelzeichens gebracht werden, sondern durch Anwen- 
dung der Formeln für (a + h)^ und (a + ö)^. 

Wir sehen also, dass Alkarchi mit irrationalen 
Wurzelgrössen rechnet, oder mit anderen Worten, 
dass er sie auch als Zahlen auffasst. Indirekt thut er 
das auch dadurch, dass mehrere von seinen bestimmten 
Gleichungen zu irrationalen Wui^zeln führen, dasa also 
in den Gleichungen, die zu diesen gefühi-t haben, die 
Zeichen, die unserem a;™ entsprechen, Potenzen von irra- 
tionalen Zahlen darstellen, während Diophant stets vor- 
aussetzt, dass X eine rationale Zahl sein soll. Nun haben 
wir allerdings gesehen, dass die Inder ohne Skrupel mit 
irrationalen Zahlen rechneten, aber diesen ist Alkarchi 
ivissentlich kaum gefolgt. Von Bedeutung bleibt es, dass 
wir hier dasselbe von einem Manne thun sehen, der von 
den griechischen Schriftstellern her vollkommen mit dem 
Begriffe des Irrationalen vertraut ist, und der durch die 
Weise, wie er zwischen den geometrischen Beweisen und 
den iirithmctischen Erklärungen unterscheidet, zu erkennen 
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giebt, dasa er sich bewusst ist, dasa die letzteren keine 
allgemeingültigen Begründungen liefern. Als Schüler der 
Giiechen konnten die Araber deshalb nicht bei den arith- 
metischen Erklärungen stehen bleiben Das sehen wir 
aus der Algebra, die uns von dem angesehenen arabischen 
Mathematiker 'Omar Alchaijämi, der im Uten Jahr- 
hundert lebte, hinterlassen ist. Dieser setzt seine Erklä- 
rungen YOn der Bedeutung der ÜTationalen WurzelgrÖssen 
in direkte Verbindung mit den strengen griechischen Be- 
griffen. Er unterscheidet zwischen arithmetischen und 
geometrischen Auflösungen von Gleichungen. Die ereten 
will er nicht nur — wie Diophant, und was in diesem 
Zusammenhange ausreichend sein würde — rational haben, 
sondern auch ganz. Da sich mit diesen Grössen rechnen 
lässt, so ist ein arithmetischer Beweis für die Richtigkeit 
solcher Auflösungen ausreichend. Die Auflösungen der 
zweiten Art können irrational sein, und deshalb müssen 
sie geometrisch dargestellt werden und verlangen einen 
geometrischen Beweis. Quadratwurzeln und Kubikwurzeln 
werden dann durch the von den Griechen her bekannten 
Konstruktionen von einer und zwei mittleren Propoi-tio- 
nalen dargestellt. Füi- WurzelgrÖssen höherer Ordnung 
lässt sich, weil der Raum nur diei Dimensionen hat, 
keine geometrische Dirstellung durchfuhren, und eine 
andere allgemeine Daistellung kennt Atrhaijämi nicht. 
Bei der Bildung von Potenzen hoheiei Oidnung weist er 
dagegen in Übereinstimmung mit Euklids Pi'oportions- 
lehre auf die Bildung zusammengesetzter Verhältnisse hin, 
wodurch auch indirekt eine Erklärang von dem gegeben 
wird, was die irrationalen Wurzelgi-össen höherer Ord- 
nung, die ivlr bei Alkarchi getroffen haben, bedeuten 
müssen. Älehaijämis Auffassung, deren theoretische 
Bedeutung Alkarchi vermutlich auch anerkannt haben 
würde, ist also vollkommen griechisch. 
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Was die Berechnung von Wurzelgrösseii betrifft, so 
verweist Alchaijämi auf das Äuszieihen der Quadrat- nnd 
Kubikwurzel bei den Indern, und fügt hinzu, dasa er 
selbst anderswo — dann aber in einem unbekannten 
Werk — Regeln für das Ausziehen von Wurzeln mit 
einem beliebigen Exponenten gegeben habe. Dazu muss 
er sicherlich BinomialkoefBcienten für ganze Exponenten 
gekannt haben, muss also mit den Regeln für die Bildung 
dieser Koefficienten bekannt gewesen sein. Er sagt, dass 
er das Ausziehen dieser Wurzeln nur arithmetisch gezeigt 
habe. Dann hatte es für ihn auch nur Gültigkeit, wenn 
es sich mit Genauigkeit ausfühi-en Hess. Ohne« die« hat 
er ja nach dem Vorhergehenden dessen wirkliche Bedeu- 
tung sogar nur angedeutet. Indessen ist es klar, dass 
sowohl das Ausziehen solcher Wurzeln wie dasjenige von 
Quadrat- und Kubikwurzeln sich auch für eine genäherte 
Berechnung irrationalei' Wui-zeln benutzen lässt. Als Bei- 
spiel füi' die Beschäftigung mit genähertem Wurzelaus- 
ziehen können wir im übrigen anführen, dass Alkarchi 
für V"^' ~\- '"> wenn a die nächst kleinere ganze Zahl ist, 



Wert erhält man, wenn man die Regel der zwei falschen 
Ansätze (S. 275) oder die Interpolation zwischen a und 
a -|- 1 anwendet. 

Wie verschieden die hier ei-wähnte Beschäftigung mit 
Wurzelgiossen bei Alk r hi und 41chai]am aich eni 
mag, so mufi'ste sie doch dazu beitiigen bei den Arabern 
ein Pioblem hei voi-zu ziehen t^elchee duich die gnechis he 
Behandlungsi^ eise etwis ■(eideckt woiden wu namhch 
die L sung dei kubiscl en Gleichung durch Quidiat unl 
Kubiki^ ui-zeln ^^ ei u die Gnechen sich auch moghcl er 
weise n ilteien Zeiten mit diesei iufgibe leschittigt 
habei o n u= te 'iie d ch et is lon ihiem Inteies^e dj 
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durch verlieren, da&& maii die kubischen Weich ungeii 
direkt durch eben die&elben geometnschen Miltel losen 
konnte, die gleichfalls zu einei ^Igemeingultigen Daistel 
lung der Kublkwurzei dienen mussten nimlich das Durth 
schneiden von Kegelachiutten Ja wie wii gesehen haben 
verschwand das Inteiesse difut so wie Arohimedes es 
gethan, Aufgaben auf kubische Gleichungen zuiuckzu 
fahren, da man sah diss ni\n <iu(,h hne eine solche 
Zuräckführung Aufgaben duich eben dieselben Huifsmittel 
lösen konnte. 

Es gelang den Aiabein nun lUeiilings nicht die Lo 
sung der kubischen Gleichung äu finden abei d'ts Intei 
esse, das sie ihr bewiesen tiitt in zihheichen Unter 
suchungen heiTor. Der wichtigfate Ausgangspunkt für 
diese Untersuchung war teils Archimedes' Aufgabe von 
der Kugelteiiung, teils die alte Auflösung dieser Aufgabe 
dui'ch Kegelschnitte (vergl. S. 217 fi.), von der man an- 
nimmt, dass sie von Archimedes oder doch aus seiner 
Zeit stammt. Da diese, wie wir gesehen haben, alle Glei- 
chungen von der Form 

X'' -\-ax'' ^-h = () 

umfasst oder doch leicht dahin gebracht werden kann 
sie zu umfassen, da ferner die Bedingung für gleiche 
Wurzeln ausdrücklich angegeben wird, und da man leicht 
entweder die allgemeine Gleichung dritten Grades auf 
diese Form zurückführen oder sie wesentlich auf dieselbe 
Weise behandeln kann, so waren auf diesem Punkte be- 
sonders grosse Wissens chafthche Schwierigkeiten nicht zu 
überwinden. Die Araber fühi-ten indessen die Untersuchung 
der kubischen Gleichungen insofern weiter, als sie Ein- 
teilungen der Gleichungen dritten Grades aufstellten, teils 
nach den Vorzeichen der Koefflcienten, teils nach den 
Werten von diesen, die zu mehr oder weniger \^'"tir7,cln 
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führen. Die voUständi^te von diesen Einteilungen findet 
sich in 'Omar Alchaiiämls Algebra. Für den einzelnen 
Fall wird gezeigt, wie die Aufgabe sieh durch Kegelschnitte 
lösen lässt und wie viele Wurzeln sie erhält, d. h. posi- 
tive Wurzeln, denn nach anderen fragen die Araber nicht. 
Alchaijämis Einteilung leidet jedoch an Mängeln, die 
davon heiTÜhren, daas er nicht den Diorismua genau an- 
giebt, der bei der griechischen Behandlung die Haupt- 
ausbeute aus der Lösung durch Kegelschnitte ist. Anderen 
ai-abiachen Schriftstellern, namentlich Alkuhi, gelingt 
dies besser im Anschluss an das durch Eutokius über- 
lieferte Manuskript. 

Dadurch dass die Gleichungen dritten Grades be- 
stimmter hervorgezogen wurden als es in der jetzt und 
damals überlieferten griechischen Geometrie der Fall war, 
wiu-den sie auch ein mehr bestimmtes Durehgangsglied 
für die Lösung von anderen Aufgaben, sowohl von solchen, 
die von den Griechen her vorlagen, als auch von neuen. 
Unter den ersteren fand namentlich die Dreiteilung des 
Winkels eine grosse Menge von Auflösungen. So haben 
wir diejenige, die man wegen ihres Zusammenhanges mit 
den archimedischen Hülfsätzen vielleicht dem Arehi- 
medes zuschreiben darf (S. 7fl), von den Arabern erhalten. 
Alkühi fand auch die Lösung der Aufgabe, einen Kugel- 
abschnitt aus seinem Volumen und seiner krummen Ober- 
fläche zu bestimmen, und schloss dai'an eine Begmndung 
des zu dieser Aufgabe geböi-igen Diorismus, den Archi- 
medee am Schlüsse des 2ten Buches über die Kugel und 
den Cylinder mitteilt (vergl. S. 185 und 220). 

Da es den Arabern nicht gelang, eine allgemeine 
Lösung der Gleichungen dritten Grades durch VVurzel- 
grössen zu finden, so mussten sie, wenn praktische Be- 
rechnung sauf gaben auf Gleichungen dritten Grades führten, 
sich an eben diese halten — was im übrigen ja auch 



y Google 



310 Das Mittelalter: 

jetzt noch leichtere Mittel für die Berechnung liefert als 
die Anwendung der allgemeinen I-Ösung — . Ein sehr 
hübsches Beispiel für eine numerische Berechnung einer 
Wurzel einer kubischen Gleichung ist nne erhalten ge- 
blieben. Sie rührt wahrscheinHch von dem Arzte Alkäschi 
aus dem löten Jahrhundert her, und geht darauf aus 
sin 1" zu finden, der, da sin 3" bekannt ist, von einer 
Gleichung von der Form 



abhängt. Da a: klein int, so kann man es mit einer ge- 

Für diese Grösse 

wird ein solcher Nähemngswert a berechnet, dass der 
Divisionsrest R klein von derselben Ordnung wie «* wird ; 
dann wird x=a-\-y gesetat oder 

woraus (ß±Jll_±_R 

Da der Rest R, der von derselben Ordnung ist wie 
a^ , im Vergleich zu a^y gross ist, so kann man in einer 
angenäherten Berechnung die Glieder im Zähler, die y 
enthalten, fortlassen, und man erhält dann mit einer 
neuen Annäherung 

a^ + R , . S 
y^. ..-^-. = b-\--. 

Dann wird in die genaue Gleichung |/ = & + ä ein- 
gesetzt, worauf wieder z auf ähnliche Weise mit Annähe- 
rung bestimmt wird. — ■ Die Brüche werden als Sexagesi- 
malbrüche dargestellt. 
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Das Ziel der hier angeführten Berechnung gehört 
unter die Trigonometrie, mit der wir uns bald beschäftigen 
werden; aber bevor wir die Arithmetik, Algebra und 
Zahlentheorie der Araber verlassen, bei denen wir bis 
dahin namentlich die verschiedeneu allgemeinen Auffas- 
sungen berücksichtigt haben, wollen wir einige Proben 
von den Resultaten mitteilen, die innerhalb dieser Gebiete, 
namentlich in der Zahlentheorie gewonnen sind. Im 9ten 
Jahrhundert hat Thäbit ibn Kurra, im Anschluss an 
Euklids Bestimmung von «vollkommenen Zahlen» (S. 158), 
Regeln gegeben für die Bestimmmig solcher Zahlen, die 
die Pythagoreer «befreundete Zahlen» nannten, d. h. 
solche, von denen die eine gleich der Summe der Fak- 
toren der anderen ist. Die Regel lautet folgend ermassen.: 
Sind p = d.'2''~l, g = 3.2''-i — 1, r = 9.22''-i — 1 
lauter Primzahlen, so sind 2" .p.q und 2 " . r- befreundete 
Zahlen. 

Vom loten Jahrhundert an haben die Araber sich 
mit den sogenannten Zauberquadraten beschäftigt; bei 
diesen werden die dazu sich eignenden Zahlen so in Qua- 
draten zusammengestellt, dass die Summen der Zeilen, 
Kolumnen und Diagonalen gleich gross sind. Das älteste 
Beispiel füi' ein solches Zauberquadrat findet sich in einer 
vielleicht 4 — 5000 Jahre alten chinesischen Tafel; 
es ist 

8 S 4 



Die Araber bildeten auch Zauberquadrate aus den 
Zahlen bis 16, 25 und 36, und gaben an, dass ähnliche 
sich aus den Zahlen bis 49, ö4 und 81 bilden liessen. 
Übrigens haben indische und byzantinische Mathematiker 
sich auch mit demselben Gegenstand beschäftigt. 
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Von grösserem mathematiaeheii Interesse ist ein Zahlen- 
theoretischer Satz, den Alchodschandi ungefähr um das 
Jahr 1000 fand, dass nämlich die Gleichung x^ + y^ ^a^ 
sich nicht rational lösen läset. 

Bei Alkarchi trifft man die von den Griechen her 
bekannten Suminationen von 1* -|- 2^ -}- 3^ -j* ■ ■ ■ und 
]^3 _|_ 23 -|- gs _j_ _ . _ Mit dem Beweise für die erste kann 
er jedoch nicht tei'tig werden; er kennt also nicht den 
Beweis von Archimedes. Für die zweite gieht er da- 
gegen den Beweis, den wir anführten, als wk von der 
Bekanntschaft der Griechen mit diesem Satze sprachen 
(S. 245). Dagegen bedeutet es einen wirklichen Fort- 
schritt, wenn der bereits genannte Alkäschi die Reihe 
]* _|_ 2^ -|- 3* + ... -f- r* summiert; als Summe giebt er an 



3. Die Trigonometrie der Araber. 

Ein Gebiet, auf dem man den Arabern bei ihrem 
Vertrautsein mit griechischer Geometrie und indischer 
Rechenkunst umfassendere Fortschritte zu verdanken hat, 
ist die berechnende Geometrie oder die Trigonometrie, 
wie wir sie Jetzt um so mehr nennen können, als die 
Araber wie die Inder Sinustafeln statt der Sehnentafeln 
des Ptolemäus benutzten. Da der Name sm«s auch 
insofern indischen Ursprung hat, als er die richtige latei- 
nische Übersetzung eines arabischen Wortes ist, das durch 
Enteteilung des indischen Wortes für sinus entstanden 
war, so können die Inder allerdings Veranlassung zu 
dieser Änderung gegeben haben, aber die Araber haben 
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ilire Trigonometrie der Hauptsache nach nicht von ihnen 
gelernt. Die Ändemng ist nämheh ausdrücklich von dem 
Ästronomen Albattäni eingeführt als eine Erleichterung 
der YOm Älmagest her bekannten Eerechnungsmethoden. 
Bei der Berechnung der Tafe! kam es nun namentlich 
darauf an sml" oder si'n^" zu finden, die sich ja nicht 
durch quadratische Gleichungen bestimmen lassen. Wir 
haben soeben eine von einem späteren Schriftsteller be- 
nutzte numerische Lösung der dazu dienenden kubischen 
Gleichung kennen gelernt. Früher benutzte man sowohl 
hier wie später bei der Berechnung von sin 10' eine 
Interpolation zwischen solchen sinus, die sich durch 
Quadratwui^zeln ausdiTicken liessen, und die im wesent- 
lichen von derselben Art war wie diejenige, wodurch 
Ptolemaus die Sehne von 1" fand. Eine solche wendet 
z. B. der grosse Astronom und Mathematiker Abül Wafä 
in der zweiten Hälfte des lOten Jahrhunderte an. Die 
Araber blieben indessen nicht bei Sinustafeln stehen, 
sondern Abül Wafä berechnete zugleich Tangenten- 
tafeln. Was die Genauigkeit der Tafeln betrifft, so 
gelangte man zu Sinustafehi von 10 zu 10 Minuten mit 

der Fehlergrenze ■-■■--. Aluil Wafäs Tangententafeln haben 

sogar die Fehlergrenze z^^. 

Was nun die Anwendung der Tafeln betrifft, so 
finden wir bereits bei Albattäni die Formel 
cos a = cos bcosc-\- sin b sin c cos A. 

Im übrigen hielt man sich der Hauptsache nach 
an Ptolemaus' Formeln (vergl. S. 234), die für die Be- 
nutzung von Sinustafeln umgeformt worden waren. Ge- 
wöhnlich geschieht dies ohne Aufstellung eines Beweises. 
Beweise, die zugleich von Ptolemaus' Anwendungen 
des sogenannten Theoremes von Menelaus abweichen 
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finden wir bei Dschäbir ibii Aflah, bekannter unter 
dem Kamen Geber, der im Uten Jahrhundert in 
Sevilla in Spanien lebte. Ihm gebührt zu gleicher 
Zeit die Ehre, die zu dem rechtwinkeligen sphärischen 
Dreieck gehörenden Formeln durch eine Relation zwischen 
zwei Winkeln und einer Seite ergänzt zu haben. Diese 
wird durch dieselbe Figur gefunden, die Ptolemäus 
benutzte, in der DBF ein gröester Kreis ist, der zum 
Pol den Scheitelpunkt des Winkels A in dem bei B 
rechtwinkeligen Dreieck ABC hat. Das gleichfalls recht- 
winkelige Dreieck DBC hat 
nämlich den Winkel C mit 
ABC gemeinsam, und DE^ 
90" _A, CD = 90° — a woraus 
folgt , dass cos A^cosa sin C. 
Dieser Satz heisat derGeberache. 
Geber ist der einzige West- 
araber, von dem zu sprechen 
wir Veranlassung haben. Von 
der westarabischen Mathematik, 
die sich am un mittel bai-sten zu den europäischen Völker- 
sahaften verbreitete, wollen ivir im übrigen nur bemerken, 
dass die arithmetisch-algebraische Behandlung sich bei 
ihi- mehr als bei den ostarabischeii Schriftstellern von den 
von den Griechen herrührenden geometrischen Formen 
befreite. Hiermit waren einige Erweiterungen in der Be- 
nutzung mathematischer Zeichen verbunden, 
die Einführung eines Zeichens für die ' 
Die Ehrfurcht vor den griechischen Schriftstellern dauerte 
jedoch bei den Westarabern fort, so dass man durch 
diese in Europa die griechischen Schriftsteller kennen 
lernte, wenn auch bedeutend langsamer, als es geschehen 
wäre, wenn man die Ostaraber zu Lehrern gehabt hätte. 
Dafür kam Rechnen, Arithmetik und Algebra in leichter 
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zugänglichen Formen nach Europa. Die höchste Vor- 
stellung von der Matkematik der Westaraber erhält man 
durch ihi-en ersten grossen eui'Opäischen Schüler Leo- 
nardo von Pisa: denn ein wie grosses mathematisches 
Genie er auch selbst sein mochte, der Umfang seiner 
Kenntnisse zeugt dennoch auch sowohl von der Tüchtig- 
keit seiner Lehrer, als auch von ihrem umfassenden 
Wissen und ihrer genauen Bekanntschaft mit der älteren 
arabischen und dadurch auch mit der griechischen 
Mathematik. 



4, Erstes Wiedererwachen der Mathematik 
in Europa, 

Es kann nicht unsere Absicht sein uns hier mit 
Einzelheiten in der bescheidenen Entwiekelung zu be- 
schäftigen, die das von den Römern empfangene Rechnen 
auf dem Abacus in den Klöstern erfuhr, oder mit den 
Wegen, auf welchen andere Mittel des Rechnens und 
eine bessere Mathematik ais die von den Römern über- 
lieferte von den Arabern her in Europa eindrang. Wenn 
wir jedoch nun den gi-öasten europäischen Mathematiker 
des Mittelaltei-s, Leonardo von Pisa, etwa 1200, be- 
sprechen wollen, so müssen wir, um ihm den rechten 
Hintergi'und zu geben, berühren, wie weit man zu seiner 
Zeit sonst in JÜuropa gekommen wai'. Damals lagen 
Übersetzungen aus dem Arabischen vor von Rechenbüchern 
(«Algorithmen»), von einer Algebra mit Gleichungen vom 
ersten und zweiten Grade, ja von Euklids Elementen 
und Ptolemäus' Almagest; aber die einzelnen hand- 
schriftlichen Exemplare wareir rein äusserlich nur äusserst 
wenigen zugänglich, und das wirkliche Eindringen in 
den Inhalt und das Vermögen ihn zu benutzen war bei 
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diesen gewiss auch sehr begrenzt. Das algorith mische, 
d. h. indische Rechnen war bereits damals im Begriff 
etwas Verbreitung in gelehrten Kreisen an mehreren 
Orten zu gewinnen, während andere das Rechnen auf 
dem Abacus benutzten, zu dessen Föi-demng einige Jahr- 
hunderte früher Gerbert, der spätere Papst Sylvester 11 
beigetragen hatte, und bei dem man nun wohl meistens 
die Zahlzeichen auf die eingeteilten Kolumnen schrieb 
(S. 293). Der Unterschied zwischen den beiden Rechen- 
methoden bestand also darin, dass die algorithmische 
durch Benutzung des Zeichens die Einteilung in Kolumnen 
entbehren konnte. An die vej'schie denen Rechenmethoden 
knüpften sich übrigens vej'sebiedene Traditionen, damnter 
die für die Älgorithmiker etwas herabsetzende, dass 
sie dauernd dem Muhammed ibn Mösä darin folgten, 
Verdoppelung und Halbiei-ung als besondere Rechnungs- 
ai'ten auszuscheiden. Dagegen hatten sie den Vorzug, 
dass sie nicht nur wie die Abacisten Quadratwurzeln, 
sondern auch Kubikwurzeln kannten. Die Älgorithmiker 
benutzten Sexagesimalbrüche, während die Abacisten zum 
Teil fortfuhren die vom Müntzsystem der ßömer stammende 
Zwölfteilung zu gebrauchen. 

Leonardo Pibonacci, das heisst Sohn des Bo- 
naccio, wie man ihn oft nach dem Beinamen seines 
Vater-s nennt, stammt aus der ivichtigen Handelsstadt 
Pisa, wo er frühzeitig das Rechnen auf dem Abaeus 
lernte. Auf Geschäfts- (oder vielleicht Dienst-) reisen 
besuchte er dann Ägypten, Syrien, Griechenland, Sicilien 
und die Provence, wobei er sieh weiter in Rechenkunst 
und Mathematik ausbildete. Was er auf diese Weise 
lernte, das suchte er dem siateinischen Volksstamme» 
durch sein umfangereiche Werk Liber abaci zugänglich 
zu machen, in dem er mit überlegener Tüchtigkeit zahl- 
reiche Beispiele so zu sagen für alles Rechnen giebt und 
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behandelt, auf das wir bis dahin getroffen sind: E«ehneo 
mit ganzen Zahlen, die nach dem Positionseyetem geechrie- 
ben sind, und mit Brüchen; alle Arten kaufmännisches 
Rechnen; Lösung von Aufgaben, die auf eine Gleichung 
gebracht, von Gleichungen ersten Grades abhängen würden, 
mit Hülfe der beiden Regeln des falschen Ansatzes und 
der indischen Umkehrangsmethode ; Difierenzreihen erster 
und zweiter Ordnung ; Aufgaben, die von Quotientenreihen 
abhängen, oder die, wie diejenige über die Vermehrung 
der Kaninehen, als Aufgaben über Zinseszinsrechnung 
gelöst werden; zum Teil solche, die von unbestimmten 
Gleichungen ersten Grades abhängen — ohne dass Leo- 
nardo jedoch ivie die Inder bestimmte Regeln für ihre 
Auflösung giebt — -; Ausziehen der Quadrat- und Kubik- 
wurzel; endlich Aufgaben, die von bestimmten und un- 
bestimmten Gleichungen zweiten Grades abhängen. 

Der Name Liber abaci seheint nicht ganz dazu zu 
stimmen, dass Leonardo durchweg das Zahlzeichen 
gebraucht. Indessen weiss man, dass er selbst von vorn 
herein in der Benutzung des Abacus unterrichtet worden 
ist. Die indische Kechenkunst hat er dagegen direkt von 
den Arabern gelernt, und er ist ihr vielleicht kaum ein- 
mal in Europa begegnet, wo sie wohl nur in einzelnen 
geistlichen Kreisen bekannt gewesen ist. Dass er nicht 
ucspränglich Algorithmiker ist, ergiebt sich daraus, dass 
er, wie er sagt, selbst das Ausziehen der Kubikwurzel 
gefunden hat. Dies findet sich noch nicht bei Alkarchi, 
der von den bekannten arabischen Schriftstellern derjenige 
ist, von dem er am stärksten beeinflusst zu sein scheint. 
Von ihm hat er eine grosse Menge Aufgaben entlehnt, 
die er jedoch mit Selbstständigkeit behandet. Es stimmt 
auch zu Alkarchis angenäherter Berechnung einer 
Quadratwurzel (S. 307), wenn Leonardo eine weitere 
Annäherung an eine Kubikwurzel, von der die Anzahl 
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der Ganzen bereits gefunden ist, durch die Regel der 
zwei falschen Ansätze bestimmt. Ist y a 4- r die gesuchte 
Kubikwurzel und sind a die daiin enthaltenen Ganzen, 

so wird der Näherungswert a A 



3 + 3a + l' 

Leonardos Daratellung ist im Liber dbaci durchweg 
Yon wirklichen Beweisen in geometrischer Foi-m begleitet. 
Dasselbe ist der Fall mit seiner Practica geometrica, die 
unter anderem auch Anzüge aus den damals äusserst 
wenig bekannten stereometrischen Büchern Euklids ent- 
hält. Seine Beweise sind oft verschieden von denjenigen 
Euklids, Dadurch dass er überhaupt Beweise giebt, 
weicht er nicht nur von den geometrischen Arbeiten ab, 
die damals in Europa entstanden, sondern auch von vielen 
arabischen Schriftstellern. 

In den hier genannten Schriften macht Leonardo in 
klarer Form, die selbstständige Aneignung und freie Be- 
handlung verrät, die wichtigsten vorher bekannten arith- 
metischen, algebraischen und elementar geometrischen 
Sätze zugänglicher als sie durch t)bersetÄung werden 
würden, und erläutert namenlich die ersten durch zahl- 
reiche Beispiele. Sein eigenes Vermögen bedeutende 
Schwierigkeiten zu überwinden tritt dagegen am besten 
hervor in seinen Lösungen von einigen Aufgaben, die 
ihm in Gegenwart Kaiser Fiiedrichs II vom Philosophen 
des Kaisers, Magister Johannes von Palermo, gestellt 
wurden. Die eine von diesen lief d.irauf hinaus eine 
Quadratzahl zu finden, die, um die Zahl 5 vermehrt oder 
vermindert, neue Quadratzahlen giebt, oder die Gleichungen 

rational zu lösen, wenn a = 5. Die Gleichungen (1) waren 
früher von arabischen Mathematikern behandelt worden. 
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und diese hatten gefunden, dass eowohl a.-^ -|- « wie 
x'' — a Quadratzahlen sind, wenn 

Diese Resultate ergeben sich übrigens leicht ausDiophanta 
gewöhnlicher Behandlung von «doppelten Gleichungen» 
(S. 251; siehe auch die erste Aufgabe S. 254) in Verbin- 
dung mit Euklids Bestimmung von rationalen i-echtwinke- 
Hgen Dreiecken. Leonardo gelangt auf einem etwas vev- 
schiedenen Wege zu demselben Resultat, indem er den 
Satz benutzt, dass die Quadiatzahlen Summen der ersten 
ungeraden Zahlen sind. 

Demnächst kommt es darauf an m und n so zu 
bestimmen, dass 

einen gegebenen Wert erhält, im vorliegenden Falle 6. 
Leonardo beweist zuerst, dass Zahlen von dieser Form, 
wenn m und n ganze Zahlen bedeuten, durch 24 feilbar 
sind. Um womögüch Gleichungen zu erhalten, die sich 
in ganzen Zahlen lösen lassen, musa man also die gegebenen 
Gleichungen mit einem solchen Quadrat multiplicieren, 
dass das neue a durch 24 teilbar wird. Leonardo 
multipliciert mit 12^ und findet, dass 

5.12'ä==4.5.4(5 + 4)(5 — 4), 

wonach 41* + 5 . 12" Quadratzahlen werden. Die gesuchten 
Quadrate findet man dann durch Division mit 12^; ea 



»"(§)'■ (S)' "KS)'' 



In seiner sehr allgemein angelegten Untersuchung 
findet Leonardo Gelegenheit eine allgemeine Bestimmung 
von der Summe der ersten ungeraden Quadratzahlen bis 
zu einer gewissen Grenze hinauf au geben. Leonardos 
Lösung bringt also mehr als wonach er gefragt ist. 
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Eine andere der gustüUtcn Aufgaben verlangt x ans 
der Gleichung 

x^ H-2a;2 4-10« = '20 

zu bestimmen. Leonardo findet zuerst, dass x zwischen 
1 und 2 liegt, also keine ganze Zahl sein kann. Dai'auE 
weist er nach, dass x kein rationaler Bruch sein kann, 
und auch keine von den iiTationalen Gi-rössen, die Eu- 
klid in seinem lOten Buche aufstellt. Den Inhalt dieses 
schwierigen Buches, das er studierte um darin eben 
möglicherweise Formen für exakte Ausdrücke für die 
Wurzein der vorgelegten Gleichung zu finden, hat Leo- 
iiardo vollkommen richtig verstanden, wenn er auch, wie 
er sagt, Zahlen an die Stelle der in geometrischer Form 
dargestellten allgemeinen Grössen setzt. 

Da die Wurzel nun keine Grosse von bekannter 
Fonn ist, 3o muss Leonardo sieh damit begnügen einen 
Näherungswert zu suchen. Diesen drückt er in Sexagesi- 
malbrüehen aus und findet 

x=\ 4 i^"f4"i40^' 

e ] P ultit iis nui etiii um Ij- ^ z i gi t I eo 

uardo "^agt nicht nie er es gefunden hat Ge(i=(& ist ei 
luch kemei bestimmten voi geschlichenen Methode gefolgt 
sondern ei hat — wie es em geubtei Rechner heutzutage 
auch thun wurde — nieh uni nach die Koiiektionen zu 
den bereits gefundenen Werten gepiuft die hei Beruek 
iichtigung allei vorliegenden Umatanle fui die zweck 
mtssigsten ingesehen werden muasten Um 'Solche ^ er 
Suchswerte zu finden hat ei die Regel dei z^vei falschen 
Ansätze besessen die ei wie aus seinen Berechnungen 
\on Kubikwurzeln heivoigeht ils Inteipolation zu benutzen 
\eistand AI" gufei Pechi ei bit ei ubiigens luch \c\ 
tT len den IS nein äei h h h(, e M-'th le le 
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stimmten KoiTektionen solche Abrundungen zu geben, 
dass seine Methode mehr derjenigen von Vieta geglichen 
hat, oder wie man sie gewöhn hch nennt, der Newtonschen 
Methode zur angenäherten Berechnung der Wui'zeln einer 
algebraiBchen Gleichung. Diese Methode ist im übrigen 
nur eine Erweiterung derjenigen, die von Leonardo be- 
nutzt wurde und die noch benutzt wird für die successive 
Bestimmung der Ziffern in einer Quadrat- oder Kubik- 
wurzel, und die von den Astronomen seit Ptolemäus 
benutzt worden war für die Bestimmung der eucceseiven 
Sexagesimalbrüche einer Quadratwurzel. Es ist vor kurzem 
nachgewiesen, dass die voi^elegte tileiehung so gewählt 
ist, dass man, wenn man während der Rechnung Sexa- 
gesimalbrüche benutzt und die siiccessiven Konfektionen 
mit einigem (reschick wählt, verhältnismässig sehr rasch 
den angegebenen Wert mit seiner kleinen Abweichung 
vom wahren Werte erreicht. 

Nach dieser letzten Bemerkung muss Leonardo die 
Ehre für die grosse Annäherung vielleicht mit demjenigen 
teilen, der die Aufgabe gestellt hat. Möglich ist es, dass 
dies auch Leonardo ist, der in Veranlassung der 
feierlichen Vorstellung vor dem Kaiser den Magister 
Johannes inspiriert haben kann; aber dieser, der selbst 
von Sieilien war und den für arabische Wissenschaft 
interessierten Kaiser begleitete, kann auch die Aufgabe 
von arabischen Mathematikern erhalten haben. Da auch 
Leonardo ein Schüler der Araber war, so erkennt man, 
dass diese nun die mathematische Wissenschaft so weit 
hatten, dass das Ausi'echnen eines so feinen 
s die Kräfte eines hervorragenden Rechners 
nicht überstieg. Das Beispiel für eine ähnliche Annähe- 
mng, das man bei einem arabischen Schriftsteller gefunden 
hat (S. 310), ist einige Jahi-hunderte jünger. 

21 
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Dass Leonardo von Pisa in klai'ev Weise das Wich- 
tigste und Zugänglichste der damals bei den Arabern voi- 
liegenden Mathematik dargestellt hatte, bedeutete indessen 
nicht zugleich auch, daas die Mathematik nun in den 
Besitz derjenigen gebracht war, die sich danach in Europa 
mit dieser Wissenschaft beschäftigten. Die Buchdrucker- 
. kunst existierte nicht, und zwischen den Beai-beitern des 
Faches gab es keinen so lebhaften Verkehr wie ehemals 
zwischen den weit zerstreuten Griechen. Der damalige 
gelehrte Stand, die Geistlichkeit, namentlich gewisse 
Mönchsorden, und dann die aus diesen Kreisen allmählich 
entstehenden Universitäten dehnten allerdings ihre Ver- 
bindungen über die Länder hin aus, aber dieser Stand 
scheint lange Zeit hindurch nicht von dem beeinflusst 
worden zu sein, was in italienischen Kaufmann skreisen 
entstanden war, deren Verbindung mit dem ketzerischen 
Kaiser Friedrich überdies kaum eine Empfehlung sein 
konnte. 

Wenn wir hier von gelehrten Kreisen und Universi- 
täten gesprochen haben, so darf man dabei nicht an 
solche Bildungsanstalten denken, in denen z. B. immer 
in etwas Mathematik unterrichtet wurde. Allerdings gab 
es bei den Universitäten eine «.Facultas artium», an der 
die erforderliche Vorbildung für andere Studien mitgeteilt 
wurde, aber diese beschränkte sich In der Rege! auf das 
«Trivium^ (woher das Wort «trivieü»), das Grammatik, 
Rhetorik und Dialektik umfasste, und vernachlässigte das 
"■Quadriümmii , das Arithmetik, Musik, Geometrie und 
Astronomie enthielt. Selbst wo man dieses mitnahm, 
beschränkte sich die Arithmetik auf ein wenig Rechnen, 
die Geometrie auf eine gewisse äusserst dürftige Durch- 
nahme einiger Bücher von Euklid, über den man noch 
lange so wenig genau unterrichtet war, dass einige glaubten, 
seine Elemente wären ursprünglich arabisch geschrieben. 
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während andere meinten, daas er nur die Sätze, und der 
gi'iechische Herausgeber Theon die Beweise geliefert habe. 

Indessen gingen aus diesen Kreisen dann und wann 
Männer hervor, die sich mit Mathematik beschäftigten. 
Dann aber holten sie sich, wie schon gesagt, ihre Gelehr- 
samkeit nicht bei Leonardo von Pisa, sondern in einer 
Arithmetik und Algebra fDe numeris datis) seines Zeit- 
genossen Jordanus Nemorarius, eines höchst ange- 
sehenen Mitgliedes des Dominikanerordens, dessen Ordens- 
gen eral mit dem Hauptsitz in Paris er wurde. Seine 
Arbeit hatte und verbreitete solche Vorzüge und Mängel, 
wie wir sie den Algorithmikern beigelegt haben. Zu 
diesen fügte er selbst den wesentlichen Vorzug hinzu, 
überall willkürliche Zahlen durch Buchstaben dar- 
zustellen, jedoch so, dass sie in den Wortverbindungen 
des Textes genannt und nicht zu einer Buchstabenrech- 
nung zusammengestellt werden. Er hat ferner eine geo- 
metrische Arbeit über Dreiecke geschrieben, in der er 
auf der Grundlage von Euklids Elementen verschiedene 
selbständige geometrische Untersuchungen vornimmt. 

Wenn nun auch namentlich die hier erwähnte 
Arithmetik und Algebra bedeutend hinter Leonardos 
Liher abaci zurücksteht, so beweist sie andererseits doch, 
dass man sich auch in den gelehrten Kreisen mit der 
Aneignung und einer selbständigen Bearbeitung der 
Mathematik beschäftigte. Diese Beschäftigung wurde an 
vielen Orten fortgesetzt. Mit ihr verbanden sich fortge- 
setÄt« Übersetzungen aus dem Arabischen, später auch 
aus dem Griechischen. Lenardos Schriften waren wohl 
auch von einigem Einfluss, teils in Norditalien selbst, wo 
300 Jahi-e später eine neue schöpferische Mathematik 
sich Bahn brach, teils an anderen Orten, wo aicti während 
des genannten Zeitraumes allmählich auch Fortschritte 
zeigten. Wir wollen hier jedoch nicht dieser Entwickc- 
21* 
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lung genauer nachgehen, sondern nur einzelne Beispiele 
für wirkliche Fortsehritte anführen. 

Da haben wir denn aus dem 14ten Jahrhundert 
zwei Arbeiten des Franzosen Nicole Oresme zu nennen. 
Die eine ist sein Tractatus de latiiudinibim formarum. 
kai die Ebene übertragen bedeuten hier die Worte Länge 
und Breite dasselbe wie sonst auf der Kugel, also recht- 
winkelige Koordinaten. Diese Benennungen werden be- 
sonders dadurch verständlich, dass die Koordinaten inner- 
halb ein^ Rechtecks abgetragen werden, das seine 
grösste Ausdehnung in der Richtung der Abscissen (der 
Länge) hat. In dieser Figur wird die verschiedene Starke 
einer veränderlichen Naturerscheinung, z. B. der Wärme, 
durch die Ordinaten (Breiten) mit den entsprechenden 
Zeiten als Abscissen (Längen) dai^stellt. Auf diese 
Weise erMlt man eine graphische Dai-steUung von den 
Variationen der Wärme in der Zeit durch eine Kurve, 
und es verdient bemerkt zu werden, dass schon Oresme 
beobachtet hat, dass die Variation am schwächsten in 
der Nähe der Maxima und Minima ist. Man sieht, dass 
die Anwendung von Koordinaten bei Oresme von anderer 
Natur ist als bei den alten Griechen, auf die er jedoch 
hinzuweisen scheint, von deren exakter, geometrisch- 
algebraischer Benutzung von Koordinaten zum Studieren 
der Kegelschnitte und zur Lösung von Aufgaben er aber 
kaum, weder direkt noch durch die Araber, irgend welche 
eingehende Kenntnis gehabt haben kann. 

Aus dem zweiten Buche von Creame, das den Titel 
Algorismus proportionum, führt, wollen wir namentlich 
die Einführung von Potenzen mit gebrochenen Ex- 
ponenten ei-wähnen und die einfachsten Regeln füi' das 
Rechnen mit diesen. Oresme gebraucht auch eine be- 
sondere Bezeichnung für Potenzen. 4 ^b schreibt er etwa 
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so: [l''^]4, wo der Buchstabe jj «proportio^ , Verhältnis, 
bedeutet. Die Wurzeln dieser Potenzen sind nämlich, da 
Euklids exakte Proportionslehre zu Grunde gelegt wird, 
Verhältnisse, und die Potenzen mit ganzen Exponenten 
■werden als zusammengesetzte Verhältnisse gebildet. Übri- 
gens hat die Bildung einer Potenz mit gehi-oehenem Ex- 
ponenten auf diesem Wege ein Vorbild bei den Alten, 
denn Ärchimedes ze^, dass das Verhältnis zwischen 
dem grösseren und kleineren Abschnitt, worin eine Kugel 
durch eine Ebene geteilt wird, grösser ist als das Ver- 
hältnis zwischen den krummen Oberflächen anderthalb- 
mal genommen, d. h, dieses Verhältnis in der Potenz ^. 
Dadurch dasa die Regeln füi- das Rechnen mit Potenzen 
von derselben Basis und mit ganzen Exponenten auf 
Potenzen mit gebrochenen Exponenten erweitert werden, 
wird Oresmes Arbeit ein Vorläufer für das Rechnen mit 
Logarithmen . 

Das zuerst genannte Werk von Oresme wurde nach 
Erfindung der Buchdrackerkunst verschiedene Male her- 
ausgegeben, und ist gewiss auch vorher ziemlieh verbreitet 
gewesen. Das zweite, sowie dasjenige von Chuquet, das 
wir jetzt besprechen wollen, sind dagegen erst vor kurzem 
aus historischem Interesse gedruckt worden, und scheinen 
keinen sonderüchen Einfluss ausgeübt zu haben. 80 
verrät Chuquet, der auf andere Weise, als es sein 
Landsmann Oreame 100 Jahre früher gemacht hatte, 
das Rechnen mit Logarithmen vorbereitet, keine Kenntnis 
von dessen Arbeit. Beide Arbeiten verdienen jedoch hier 
erwähnt zu werden, als Zeugnisse für das, was tüchtige 
Männer unter den vorhandenen Umständen vermochten. 
Sie zeigen, wie weit man gekommen war. 

Die Arbeit von Chuquet, auf die wir hindeuteten, 
und die uns als Beispiel für eine hervorragende Arith- 
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metik und Algebra des 15ten Jahrhunderts dienen soll, 
führt den Titel «Triparty en la science des nomhres!'. Um 
zunächst bei demselben Gegenstand zu bleiben, den wir 
bei Oresme geti'oflen haben, so ti'eten gebrochene Expo- 
nenten indirekt in einzelnen Aufgaben auf, z. B. in der 
folgenden: Ein Mann reist den ersten Tag 1 Meile, den 
zweiten 3, den dritten 9, u. e. w., wie weit ist er in 5^ 
Tagen gereist? Chuquet giebt in der That die Lösung, 
die man erhält, wenn man voraussetzt, daas die Geschwin- 
digkeit kontinuierlich zunimmt nach demselben Gesetze 
wie von einem Tage zum anderen. In einer Aufgabe 
wird geradezu nach einem Exponenten, also nach einem 
Logarithmus gefragt: Ein Gefäss hat einen Spalt, durch 
den t%tich ji^ vom Inhalt des Gefasses entleert wird; 
nach Verlauf von wie viel Tagen wird die Hälfte des In- 
haltes geleert sein? Die Lösung ^^^f^ ist diejenige, 
die durch einfache Interpolation gefunden wird oder durch 
Anwendung der zwei falschen Ansätze auf die Versuchs- 
wei-te ö und 7. Chuquet selbst ist mit dieser Annähe- 
rung nicht zufrieden. An einer Stelle kommt er sogar 
dazu, formell eine Hauptregel für das Rechnen mit Loga- 
rithmen zu geben, indem er eine Reihe von Potenzen der 
Zahl 2 nebst den zugehörigen Exponenten aufstellt und 
bemerkt, dass das Produkt von zwei Zahlen der ersten 
Reihe diejenige Zahl derselben Reihe ist, die der Summe 
der zu den Faktioren gehörenden Exponenten entspiicbt. 
Wenn Chuquet sein Verständnis von gebrochenen 
Exponenten nur indirekt zeigt, so treten der Exponent 
und negative Exponenten in seinen Bezeichnungen 
bestimmt hervor. Bereits Diophant hatte, wie wir 
gesehen haben, besondere Bezeicbnungen für jede von 
den Grössen 
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und aeine Rechenregeln zeigen, dass er nicht ohne Ver- 
ständnis für die Übereiustimmnng zwischen diesen Grossen 
wai'. Chuquet lässt diese Übereinstimmung in der Be- 
zeichnung selbst hervoi-ti'eten, indem er die Exponenten 
der verschiedenen Potenzen der Unbekannten durch ein 
Exponentenzeichen ausdrüclit, das er dem Zahlenkoefflci- 
enfen, womit diese Potenz multipliciert werden soll, hin- 
Kufügt. Dieser Exponent iiann positiv, Null oder negativ 
sein; das letzte wird durch Hinzufügung von m bezeichnet. 
So bedeutet 7 3™ dasselbe, was wir jetat 1 x~^ schreiben. 
Da Chuquet zugleich eine Bezeichnung für die nta 
Wurzel hat (jedoch nui' für bestimmte Wei'te von n), 
sowie die Zeichen p und m für unser -|- und — , so 
sieht man, dass er imstande wai' eine recht übersicht- 
liche Darstellung von Gleichungen und dadurch auch von 
denjenigen von ihren Umformungen zu geben, die man 
bis dahin in Worten augesdrückt hatte. 

Wenn Chuquet, wie wir gesehen haben, eich nicht 
scheut negative Grössen in seine Exponenten einzuführen, 
so darf man sich nicht wundem, daas er sich rahig darin 
findet, wenn Gleichungen negative Lösungen erhalten, und 
dass er versteht sie zu erklären. Dass eine von seinen 
Aufgaben in Wirklichkeit iuiaginäi-e Lösungen erhält, 
scheint dagegen nur auf einem Irrtum zu beruhen. 

Indem wir Chuquets gute Behandlung solcher 
Gegenstände, die wir auch von frähei-en Mathematikern 
haben bewältigen sehen, übergehen, wollen wir" hier nur 
noch anfühlten, dass er, und zwar mit dem Anspruch sie 
selbst gefunden zu haben, die bekannte Regel benutzt 

für die Bildung von einfachen Mittelgrösscn { y--V)~,) 
zwischen zwei bekannten Grössen -r-^ und -r^. Diese ge- 
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braucht er für die Bildung neuer Versnchswerte für die 

genauere Lösung einer Gleichung, die eine zwischen -^ 

und ~ ligeiide Wurzel hat. 

Solche Fortschritte wie die hier erwähnten treffen 
wir nicht in einem Buche, das von Chuquets Zeit- 
genossen Luca Paciuolo herrührt, 1494 in Venedig 
gedruckt wurde und den Titel Summa de Arithmeiicu 
Geometria Proportioni ei Proportionaliia fühi't. Dieses 
Bueh bringt im wesentlichen nur das, was früher schon 
zustande gebracht war, und \neles ist nicht so klar und 
genau dargestellt wie früher beispielsweise Yon Leor.ardo 
von Pisa; aber das Gebrachte ist nach gi'ossem Maass- 
stabe augelegt und auf zahlreiche theoretische und prak- 
tische Beispiele angewandt. Die Hauptsache aber ist, 
das8 dieses gedruckte Euch verbreitet wurde und in 
den Händen der verschiedenen Männer war, die in der 
nächsten Zeit namentlich die Algebra weiterführen sollten. 
Diese erhielten so einen gemeinsamen Ausgangspunkt 
und dadurch ein gutes Mittel sich gegenseitig zu verstehen 
und zusammenzuarbeiten. 

Während wir hier auf dem Gebiete der Arithmetik 
und Algebra im wesentlichen nur Vorbereitungen auf die 
grossen Fortsehritte sehen, die die nächstfolgende Zeit 
bringen sollte, so ti-effen wir noch in der hier besprochenen 
Zeit einen Mann, der auf einem anderen Gebiete selbst 
mit thätig ist, um solche Fortschritte hervorzubringen, 
die im Gegensatz zu denjenigen von Chuquet bleibende 
Bedeutung erhielten. Das ist der Deutsehe Johannes 
Müller, gewöhnlich Regiomontanus genannt. Er ist 
1436 geboren und war ein Schüler von Peurbach, 
Professor in Wien, der sich gi'osse Verdienste um die 
Einführung der Trigonometrie des Ptolemäus und der 
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Bemerkung. Bei den häufiger vo kon 
griffen ist immer nur auf die Seiten ve v e 
Mitteilungen zu finden sind. Auch, sind m h 
gezogen, wo solche Mitteilungen nur hii und t 
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Reihen von Kubikzahlen, 244, 287, 

312. 
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Sammlungen, matbem. d, Pappus 

31. 
Sandrechnung d, Archimedes 26, 



58, i 



., 270. 



Sanskrit 259. 

Satz des Ptolemäus 230, 231, 
Schnitt, bestimmter 27, 315, 
Schnitte am Kegel 196, 
Schnittpunkte zw. zwei Kegel- 
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